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AFANT-PROPOS. 

JE m'acquitte avec autant d'emprefTement 
que de reconnoiflance de mes engagements 
envers le Public. L'accueil favorable qu'il a fait 
à la première partie de cet Ouvrage , m'a fou- 
tenu contre les difficultés que préfèntoit l'exé- 
cution de la féconde. L'efpoir du fuccès m'ani- 
moit. J'avois au moins un gage certain de l'in- 
dulgence de mes Juges. 

Dans la première partiej'ai expofé les règles 
pour l'intégration des différentielle* qui n'ont 
qu'une feule variable , ou changeante ; celle-ci 
explique les méthodes connues pour intégrer 
les différentielles qui en contiennent deux , 
ou un plus grand nombres Ju la di f Ifo jen deux 
Sections , dont l'une a pour objet -celles de ces 
différentielles qui font du premier ordre , ôc 
L'autre celles qui font d'un ordre plus élevé. 

De toutes les méthodes inventées pour éclair- 
cir ces matières obfcures & compliquées , celles 
qui embraffent un plus grand nombre de cas 
fent , fans contredit, les plus utiles. C'eft à dé- 
velopper les plus générales de ces méthodes , 
à en faire voir l'application à des cas' éloignés 
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iv AVANT-PROPOS. 

& qui y paroiffent le moins rédu&ibles , que 
je me luis fur-tout attaché. Pour épargner 
aux commençants des efiais qui , toujours pé- 
nibles , fèroient fbuvent infructueux à l'égard 
de quantités & d'équations qui ne peuvent être 
intégrées fans préparation , j'ai placé à la tête 
de cette féconde partie l'expofition du Théo- 
rème qui • apprend à reconnoître quand l'inté- 
gration directe efl poflible , ou non. J'ai donné 
à l'expofition de ce Théorème toute l'étendue 
nécefïaire pour ne laiffer , je crois , aucun em- 
barras fur la manière de s'en fèrvir $ & dans- 
toute la fuite de l'Ouvrage j'en fais un uiàge 
prefque continuel. 

. La méthode développée dans le Chap. VIL 
de la première Section efl aufîï d'une très-*- 
grande généralité. On verra que la difficulté 
d'intégrer plufieurs équations fè réduit fouvenr 
à les ramener au cas dans lequel la méthode du 
Chapitre VIL fuppofè les équations différen- 
tielles pour les intégrer. Celle dû Chapitre XV. 
de la même Section efl aufli une des plus in- 
génieufès & des plus fécondes ; d'autant mieux 
que M. d'Alembert à qui nous la devons , ainfl 
que prefque la moitié des méthodes contenues' 
dans ce Volume & dans le précédent ,' l'a éten- 
due aux différentielles d'un ordre quelconque*. 



V 



AVANT-PROPOS. v 

La plupart de ces méthodes font dans les' volu- 
mes, de 1746, 1748, 175b des Mémoires 
de l'Académie de Berlin. 

J'ai trouvé , dans la féconde Section , l'ocr 
cafion de faire voir par un exemple, comment 
deux méthodes , rapprochées l'une de l'autre , 
fè prêtent un jour mutuel & acquièrent quel- 
quefois un degré d'évidence & de généralité 
que les inventeurs ne leur avoient pas donné. 
Il y a toujours à gagner à ces fortes de combi- 
naifons ; puifqUje fou vent,, même en manquant 
le but qu'on fe fropofè , on trouve une vérité 
qu'on ne cherchoit pas. D'ailleurs ces métho- 
des qui tendent à la même fin » qui font fon- 
dées fur les mêmes principes , qui prefque tou- 
tes ont les mêmes- procédés , ont néceflairement 
entre elles un rapport fènfible. Peut-être à force 
d'en étudier la liaifon & d'en chercher la dé- 
pendance réciproque , parviendroit-on à ren- 
dre l'inflrument univerfel ôc en même temps 
plus fimple. 

Que ne pouvons -nous pas nous promettre 
à cet égard des travaux réunis Ôc confiants de 
plufieurs Géomètres du premier ordre , dont 
les pas ont déjà franchi un efpace immenfè ? 
Le Public attend avec impatience le Traité du 
Calcul Intégral de M. Fontaine. Son but eft 



vj AVANT-PROPOS. 

de réduire tout ce Calcul à une règle fonda- 
mentale & générale. Les effais de ce Traité 
qui ont déjà été lus à l'Académie des Sciences 
6c dont l'Hiftoire de cette Académie ( Année 
1742.) fait mention, mettent en droit d'ef- 
pérer tout de l'Ouvrage même. 
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SUPPLÉMENT 

A LA PREMIERE PARTIE. 

COmme on m'a fait appercevoir dans la pre- 
mière partie de cet Ouvrage quelques en- 
droits qui n'avoient pas , pour tout le monde , ce 
degré de clarté que je m'étois propofé de leur 
donner ; & qu'on m'en a indique d'autres , ou le 
calcul pouvoit être (implifié -, je vais éciaircir & 
réformer ces endroits , & corriger en même temps 
les fautes d'impreffion dont j'ai pu m'appercevoir. 
Je fuivrai dans ce Supplément l'ordre des pages* 

Page i ï . Ligne i <;. Placez la lettre à l'angle des 
afymptotes, & nommez: OC, ar, an Jieu de BC. 

Page iy. ligne i. — =yt l'fez -7- = à y. 

Page 21. ligne 10. y z dzlxly =: i \iCezy K dzlxly-+-. 

Page $$. Lemme 6. La fuppofition faite dans la démon* 
ilration de ce Lemme , que 1 — aax-*-xx = 0* 1 — 
abx-+-xx = o > &c. pourroit faire naître quelques diffi- 
cultés. Quoique la vérité du Lemme n'en fubfiftât pas 
moins , il eft cependant à propos de montrer comment 
on peut fe pafler de cette fuppofition* 

Soient donc a> b> — h> &c. les cofinus des zrcsAB, 
A F, Aï , &c» a> b y —k feront les différentes valeurs 



viij Supplément a la I. Partie 

de c dans les équations aux cofinus , trouvées p. 31. Donc^ 

ces équations auront pour divifeurs c — a> c — £ > c H- A * 

&c. 

Suppofbns ces équations multipliées p^r x & faifons 
2 c = u ; les transformées qui en naîtront , auront pour 
divifeurs u — 2a 9 u — 2b > u**-2h> &c. Or on fait que 
fi dans chacune de ces transformées on fubftitue à u une 
quantité quelconque P , la quantité dans laquelle chacune 
d'elles fe change par cette fubftitution a pour diyifcurs 
P — 2a, P — 2b , P-h 2h. Donc fi à u on fubftitue 

- , les transformées qu'on aura dans ce cas auront 

pour divileurs — : 2a, 20 9 — . — +aé| 

&c. Maintenant en faifant le calcul > on verra facilement 
que la forme générale de ces transformées eft, 

X zÀ ■ X ■ iA 

1+2^ -H* ~^ l*±2tX -4-* 

— = — — . JL/onc ■ ■ = 

X X 

( l±îl _ a a) • ( ^-* —.a*) : . ( I±iÏH- 2 A . &c. == 

•w iw 1^ 

fin 1 + 2U -H* 1 ==(i — 2tf#-+-##).(i — 2bx-\+ 
x*).(i+2lbf + n).&c.=30)(O xK/ xfcc. 

Page $2. ligne 2. AF>V\kzAE. 

Ibid. /»£»* 1 7. Liiez /i -H 2 A'* -<- * * > au lieu dô 



XX • 

Page 42. jfe* i 7 . ^Xaa * » hfez ^ + J a 

D„- - f ^ Ai ada — bATf fr ri aàa^rbàb * 



» u Calcul i n t b* g r a l. & 

Page 4& ligne 7. Comme 9 eft à 1 : lifez } comme g 

eft à 1. 

Ibid. ligne if. ju/quâ *i : pour plus de clarté : lifez ce 
» • ' — — 

qui fuît : s V — 1 = s ^ — 1 • Or cette dernière quan- 

g + hV-i 



tité fe rapporte àa + i V* — 1 * en faifant 4 = 0, 

b=ss 9 g=s — , £ = 0. Donc (lxx. n .^.) jj/" — 1 fe 
rapporte à yf-4-5^— i> & par conféquent auffi 

r + sV— 1. 

!*<*£* 80. /îgw 1 tf. au lieu de fy : lifez , gjr . 

Ibid. ligne 22. ^£i- ou bien j &c. /*/« -^- ou bien -î^ • 

P*g* 102. ligne pénultième. — ( X) : /i/às -4- ( A*). 

Page 1 1 7. //£ ne 1 4. Il eft évident > &c. /j/fo , Il eft évi- 
dent qu'on aura toujours un triangle re&anglç, dont les 
côtés autour de l'angle droit feront dx 4c dy , & dont 
l'hypotenufe fera du. 

Page 121. ligne 26. lifez , d'un quadrilatère d'hyperbole 
Ëquilatere par rapport à fes afymptotes : les coordonnées 
ayant leur origine à la diftance 1 du Commet. 

Page 12p. ligne 20. un nombre entier pofitif: lifez, un 
nombre entier pair pofitif. 



A ^ A 

Pa&e i^ 3 . Bgm ,i. ^^ , //« ^"J^ ' 

Page 1 y p. /g;?* 14. la fonction de x : /j/fc > le coeffi- 
cient de ot. 

IL Partie, i 



x Supplément a la I. Partie 

Page 17K ligne 11. Gz r dx : lifez> Gz r dz. 

Ibid. ligne 18. ///«, s étant un nombre impair pofuif 
ou négatif i 6c cette quantité s'intégrera , ou abfolument, 
quand s eft pofîtive ( Art. cvi. n<\ 1 . ) > ou par la quadra- 
ture du cercle ( Art. cvi. n°. 2. ) > lorfque s eft négative. 

Page 180. On peut fupprimer depuis la ligne 4 inclufo 
vement y jufqtfà la ligne 7 exclusivement. 

Page 181. ligne iy. i+^ = &c, lifez i-H# =• 

Page ipp. /(gw 8 & $. demi-axe conjugué : •lifez axe 
conjugué. 

Page 204. ligne 14. = enfin ~ — . Pouf 

montrer clairement ce qui a pu conduire a ajouter à la 
différentielle ce qu'on lui a ajouté , mettons-la fous cette 

bbdu 

forme — — ; il eft facile de voir que 

1S *-±f 

f r 

eft la différentielle du terme qui eft fous le figne* 

Donc il ne manque que du dans le numérateur , pour 
que la différentielle foit. complète. Donc au lieu de notre 
différentielle nous pourrons prendre la fuivafite j * 

. bbàu 



du 



uu du 

=== • La première 



u w — " u 



■■ ** tA 

U -jrf j oa 

%V uu±fu-bb • - . , n , ~ 

r- — — . La féconde n èft autre chofe que 



Vu 

duy/ u 



- u u — y qui fe rapporte à l'Article cevr, 

V uu+fu-bb 



\ 



du Calcul- intégral, xj 

• Page 220. lignes* eft égal à celle de : effacez celle de. 

Page 224. ligne 1. changez le double figne ^H en ^H. 

Page 227. ligne 16. On aura une différentielle , &c. 

C'eft ce qu'on peut voir de la manière fuivante. Puifqufc 

f+gx + hxx-*-x* aas (*H-/#-Hm* a ),(r;+;x), en 

iaifant c -H * =3 z y on aura une transformée de cette 



n 



forme |> . (±3 + ■+■ *]' x + a* dz x (k'-h l'z •+• 



n 



mz % ) x j donc > ôcc. 

Page 13 1. %»* t. & ## =5 &c. On peut Amplifier ce 
calcul de la façon fuivante. Subftituez la valeur de x > qui 
Vient d'être trouvée, dans l'équation g 1 zx-hfz=g-+> 
Ix-ï-kx* & vous aurez tout de fuite g-i-lx*+-kxx =* 

**+>•' * {<& ±1^0? + çtgy } ,** 

Ion tiré immédiatement le dénominateur JS 9 h — — x 

V^ + («£)* } ; rJdui- 



fant > ôcc* comme jufqtfà la ligne 10 > je multiplié &c. 
On peut fe difpenfer de cette opération > parce que le 
numérateur ôc le dénominateur font chacun divifibles par 
la quantité qui multiplie -— > ce qui conduit fur le champ 

à •* ± . 1 Ac. > %" 12. page fuivante. 

Quant à la remarque qui fuijt, page 233 > on peut trou-* 
Ver aufli facilement > fans le fecours du calcul qui précède, 
que la propofée fe rapporte aux logarithmes > toutes les 
fois que ^ ^ — -|- -f. ^- = o . Car il eft fur que la 
propofée fe réduira aux logarithmes > lorfque /jf + ^ fera 



xi j Supplément a la I. Partie 

divifeur de.g-ï-Ix-hkx*. Suppofant donc qu'il le foit* 
6c faifant la divifion , jufqu a ce qu il n'y ait plus d'x au 
dividende , on trouvera , en égalant le refte à zéro 6c en 
réduifant • ** %- ■+- ^4^- =s o . 

k k 

Page 234. ligne 17. eft du troifieme degré: /{/«> eft j. 
Page 23 y. ligne 20. Les quadratures de ces quatre équa» 

« « 

tions : lifez , les quadratures des courbes repréfentées par 
ces quatre équations. 

Ibid. ligne 23. fa quadrature fe réduira : lifez > la qua-j 
drature de cette courbe fe réduira. 

Page 237. ligne 14. dx—ydn y effacez dx=s. 

Ibid. ligne 1$. Faites ainfi, pour plus de (implicite) te 
calcul fuivant. Je multiplie la différentielle 

Vu r 

- -, . Akdu + Aludu -*-4ma*du -h +nu>du .. 

6c jai -=- j ou bien 

kdu-+- tludu-h$mu* du-h + nu* du $ kdu -f- i ludu-hmu* du 



+ \f ku -h lu 1 -f-«t» 5 H-»»* 4 l^ku-hlu 



mu* -+- nir 



Il eft évident que la première partie a pour intégrale 

Vk* + ln* + ***+ *£ m A ^^ ^ j a fec()nde ^ eUe fc 

réduit à trois autres » dont la première qui a pour numé- 
rateur 3 k du slntegre par les feâiotrs coniques > en faifant 
u = — • La féconde qui fe réduit à — x 

* ^ %Vk-hlu-hmu x -hnu* 

eft de la forme de celle dont nous cherchons L'intégrale $ 

6c la troifieme fe réduit à — 

4 \r — -4* /-*- m u -H nu* 
à laquelle , après l'avoir mife fous cette forme > 



D v Calcul i s t e' g r a l. xiîj 

m znudu 

77 • ~ y y on voit qu'il ne manqua 

u 

cour être une différentielle complète , que d'avoir a fon 
numérateur -- + »i». Cette troifieme partie fe ré- 
duira donc , po ur fon intég ration , à l'intégrale 
p^±+.l+. m u -*-»«" > * la différentielle 



I» 

4» r » 

m 



#•* 



8,1 qui fe rapporte aux léchons 

coniques en faifant » == ^- ; & enfin à la différentielle 

, , de la même forme que celle dont 






m «r -f- » » ! 



nous cherchons l'intégrale. 

Donc la différentielle *.' V k + lm ? m * '+— eft corn- 
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pofée de deux parties qui s'intègrent abfolument , de 
deux parties dépendantes des feOions coniques , & enfin 
j e (1 12\. duVu = . Donc l'intégrale 

de dui/H dépend de celle de 

àuV k + iu-hmu*-hn*> c'eft-à-dire > de la quadrature 

V u 

d'une courbe du troifieme ordre. 

Page 241. ligne dernière : d'une quadrature du troifieme 
ordre ; lifez , de la quadrature d'une couibe du troifieme 

ordre. 

Page 244. ligne 3. **: lifeZ, *. 

Page 14$. ligne 14. zxxdx: lifez, zcxdx: 

Page 14%. ligne 17. elle ne dépend pas toujow» de? 



xlv Supplément a la I. Partis 

* : mais elle peut dépendre ou de * 1<f * 



*r "-»-/*' Va 

ou de ■ , ou de — ^— - — , ou enfin de 




Dans le premier cas elle s'intègre exa&ement. Dans le 
fécond & le troifieme elle dépend des fe&ions coniques. 

Page 2 $3 . ligne 7. fondions de x : lifez , de z. 

Page 2 $9. ligne 6. au dénominateur ^<P^-hfi« &c: 
lifez ^-*-£« &c. 

P*f* 277. ligne 3, #* = H^i donne, &c. Le calcul 
qui fuit peut s'abréger en cette manière ; x ' = ^f£ 
donne **i* = , 7 >'*y ***** î donc ***</* = 
~ xtfg « 3g z ^ ^ ^ foBjpV conduit tout de fuite à h 
ligne 7. 

Ibid* ligne 11. A y j lifez ,/fy . 

Page 2$ 1. ligne 10. Si Ton zvoit f(r d xfu d x) : ajoutez 
ces mots: r & u étant des fondions quelconques de x. 

Ibid. /igw 15. en titre } Second Cas ; ^wre <* mr* 
*5r les deux lignes qui fuivent. Lifez à la marge: Autre 
exemple du premier cas ; & au lieu de f (dx) x 

vv==y ',*<*/{'» '(/pfe)"} ** 

cet article & le fuivant. 

Page 294. Art. cccii. jufqu'â la ligne 14: lifez ce qui 

fii, Soi, propose /{ i. ^ç^=) ' } , /-£__ 

eft Texpreffion d'un arc de cercle dont * eu le finus verfe 
& r le rayon : Soit , en fuppofant le rayon î , z la valeur 
de cet arc j rz fera fe valeur, le rayon étant r. De même 
fi cof. z repf é£n*e Je «ofinus> de cet arc j. le rayon étant 
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i y r cof. z repréfentera le cofinus du même arc , le rayon 

étant r. On aura dont x ==* r—*r cof. z 5 or cof. z » &c. 

: Au refte il eft bon de marquer en paflant la différence 

«de ces deux exprefïions r cof. z & cof. rz. La première 

exprime le cofinus de l'arc z pris dans un cercle dont le 

rayon eft r ; la féconde repréfente le cofinus d un arc $ 

le nombre de fois r plus grand qufi'zf les arcs rz & z 

étant pris dans le même cercle ; d'où Ton voit que r cof. 

z & cof. r z font deux exprefïions qu'il ne faut pas con* 

fondre; ' '' - ; " ' ; l -■' '' > - • ; - * 

Page 296. ligne dernière. Entre Partiel* ce cv. qui ter- 
• ' • * * 

mine cette page & Particle cccvi. qui commence la fui* 

-vante ) inférez ces mots r - ■■ u - - 

.-jB-M* C.Q V:rl> ~C A Sf r ' V, 

. Ce fécond cas » lieu, quand les qpaqtités affe^éjes xly 
figne/font multipliées les unes par les autres. Il n'a au- 
cune difficulté. Prenez chaque intégrale en particulier 
& multipliez;-les. epfuire entre eilea>, le. produit fera la va- 
leur, de lexpreflien propose.- A^fXxd-x^xiffâxr^dx} 



fr x 4 ft X 6 



x 4 « 8 

Ftfgr ji<î. ligne 20. ajoutez ce qui fuit* . Oç. .peut jpaf 
Je : même- Théorème tra^sf^rniçi: tout, ly^n^re krationdi 
donné en une fuite infinie de .termes pureipent r ratienei$r 
Soit* par. exemple , la quantité irrationelle }SiOf je la 
transforme en *p -H 1 , c'eft-à-dire > en un radical biqomer 
xloot la première partie foit. un quarté ; <& alors élevant 
gar le moyen de la formule le binôme p -+* 1 à la puiflance 



xvj Supplément a la L Partie 

— , on aura une fuite infinie de termes tous rationels. 

Page 324. ligne 18. d'un nombre plus grand que l'unité» 
Entre cette ligne & F Art. cccxl , ajoutez : mais moindre 
que 2. En effet fi 1 •+- z étoit feulement égal à 2 > alors 
z étant 1 > les deux termes du dénominateur binôme fe- 
roicnt égaux & la ferle feroit fautive ; à plu& fçrte raifon , 
lorfque z furpaffe 2. 

On peut néanmoins employer cette ferie à trouver les 
logarithmes des nombres plus grands que l'unité ; mais il 
faut pour cela calculer les logarithmes de nombres moin- 
dres que 2 p & qui foient tek que, multiplias entre eux, 
ou divifés les uns par les autres ; ils produifent le nombre 
dont on cherche le logarithme. Par exemple , fâchant que 



To A - - 



y , ou bien 1 ' 1 ^ *' * *=** *> je calcule par le moyen 



JLv — ' o, 8 X p, > 



de la première ferie le logarithme de 1 , 2 en fuppofant 
z =* o, 1. Je calcule pareillement les logarithmes de o, 
S 6c o y 9 par le moyen de la féconde formule en fup- 
pofant z « o f % pour Tun, & o, 1 pour l'autre. J'a- 
'^ôute les logarithmes trouvés de o, 8 & o, p & je re- 
tranche la fomme du double du logarithme de 1 , % > ce 
-qui donnera le logarithme de 2, Si on fe donne la peine 
de faire cç calcul , on trouvera ce logarithme. =* 
o, tfpj 147 180 y 59 &c. De même puifque — 8 
d=s 10 , en triplant le logarithme que nous venons de 
trouver > & retranchant celui de o , 8 > on aura lé loga- 
jithme de 10 exprimé par 2 . jo2j8yop2pp4: &c f C'eft 
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ce que ( page i o. Art. xv. ) nous avions promis de donner. 
Lorfque par ce moyen on a formé les logarithmes de 
quelques nombres > on peut enfuite avoir ceux des autres 
nombres d'une manière plus expéditive. La méthode con- 
fifte à trouver le logarithme d'une fradion dont le numé- 
rateur furpafle le dénominateur de tel nombre d'unités 
qu'on voudra* Pour cet effet y foit a la fomme du numé- 
rateur & du dénominateur de cette fradion , x leur diffé- 



tence ; la fradion fera ^ * — . ou ^^ . La différen- 



a - * 



j 4# X J 

tielle du logarithme de cette fradion fera *\* ; laquelle 



réduite en ferie par la divifion 6c enfuite intégrée > donne 
jpour le logarithme de cette même fradion 2 x \ -j 



?flJ - 5 „, ■ 7 T5-+-^-*- &c -} : intégrale à laquelle 
x\ n'y a point de confiante à ajouter * parce que quand 
x = o , elle devient = o > ainfi que cela doit être. Car 
lorfque * = o , la fradion ^— * devient — =5 1 9 dont 
le logarithme eft ici = o . 

Maintenant s'il s'agit de trouver le logarithme d'un 
nombre quelconque a > celui d'un autre nombre b étant 
donné ; je chercherai par cette formule le logarithme de 
;la fradion -j- > fi a eft plus grand que b , ou — > s'il eft 
çplus petit : ce logarithme étant trouvé > je l'ajouterai dans 
je premier cas au logarithme fuppofé connu de b > & j'au- 
rai le logarithme de ~* x £ ;. c'eft-à-dire de j. Dans le fé- 
cond cas je retrancherai du logarithme connu dcb, celui de 
*la fradion — > & j'aurai le logarithme de — = i x -j- = *• 



JZ. IVffe. 
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xviîj Supplément a la I. Partie 

Au refte > il ne faut pas perdre de vue que les logarith* 
mes donc nous parlons ici , font les logarithmes hyper- 
boliques ; 6c que pour réduire à ceux des tables ordinaire? 
les logarithmes trouvés par les moyens que nous venons 
d'indiquer > il faut multiplier ces derniers par le nombre 
confiant o, 4-3429448 &c. La raifon en eft que les lo- 
garithmes d'un même nombre pris dans différentes loga- 
rithmiques font entre eux comme les fous-tangentes de ces 
logarithmiques. Or les logarithmes appelles hyperboliques > 
font ceux que donneroit la logarithmique dont la fous- 
tangente = 1 , Ôc ceux des tables appartiennent à une 
logarithmique dont la fous-tangente = 0, 43429448 &c. 
Donc fi en général on nomme / le logarithme hyperbo* 
lique d'un nombre donné ; L fon logarithme pris dans 
les tables ordinaires > on aura 1: 0,43429448 &c. :; 
/ : L. Donc £ = / x o , 43429448 &c. 

Par une méthode femblable à celle que nous venons 
d'employer pour trouver le logarithme du nombre 1 ■+• z ± 
on peut parvenir à trouver lexpreflion générale de /, 
( c étant le nombre dont le logarithme eft 1 , & x une 
quantité quelconque ) • On fuppofera pour cet effet c * =* 
j -i-z; donc * = / ( 1 -Hz) & conféquemment x = z 

z x z* 

— — H &c. ; équation de laquelle tirant , par la 

méthode inverfe des feries > la valeur de z en x > on aura 

Z = — ■+• -^- -*- ** L l » 4 , *' £ 

1 i.i i.x.j 1.1.3.4 i.x*3«4.f 

donc I-J-J5 OU f'pa iHh — H- — -f« *' -h àCÇi 



d v Calcul ïste'grau rir 
Je remarquerai ici que cette expreffion trouvée pour c* 
démontre ce que nous avons fuppofé dans la première 
Partie ( Art. cccvii.), favoïr que c* v ~~ l =» i-4-aj/" — i 
lorfque z eft très-petite. 

J'obferverai encore qu'on peut par ce moyen trouver 
la valeur de c. En effet puifque c" = i H- — ■+- — -+* 
- - i ■--+-- — — — -+-&C. enfuppofânt ï-i,onïc=i 

-*"T + ri + -d- i + !. i ] } ; ■*■»«» m i^yiiatii' 

&c. 
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EXTRAIT DES REGISTRES 

de V Académie Royale des Sciences, 



N 



Du 14 Janvier 175 6. 



_ OU S CornmtflTaires nommas par l'Académie , avons 
examiné la féconde Partie de l'Ouvrage de M onfieur de 
BougainviUe le jeune > qui a pour titre : Traité du Calcul 
intégral. 

Cette féconde Partie traite de l'Intégration des Quan- 
tités différentielles à deux ou plufieurs variables > Ôc ac- 
quitte par conféquent l'engagement que l'Auteur avoit 
pris avec le public. Elle eft divifée en deux livres. 

Le premier a pour objçt l'intégration <Ies Différentielles; 
du premier ordre > qui contiennent denx ou plufieurs varia- 
bles. M. de BougainviUe après quelques Définitions 6c 
Propofitions préfiminarres > traite a abord de l'intégration 
des quantités ou équations différentielles qui n'ont befoin 
pour cela d'aucune préparation ; il" donne le moyen de 
connoître & de diftinguer -ces forces de quantités ou équa- 
tions , & de les intégrer. Il paife enfuite à l'intégration 
des équations qui ont befoin d'être préparées par quelque 
opération particulière ; & comme pour l'ordinaire , cette 
opération confifte à féparer les Indéterminées > M. de 
BougainviUe > après avoir enfeigné à conftnûte une Equa- 
tion différentielle dont les indéterminées font féparées* 
donne différentes méthodes pour féparer les indéterminées 
dans une Equation propofée , foit par la voie des multi- 
plications & des divifions , foit par celle des transforma- 
tions. Le premier ufage qu'il en fait , a pour objet les 
Equations homogènes > & après avoir montré comment 
on peut confiruire ces équations dans tous les cas , il 
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enfeigne comment on peut réduire pluûeurs Equations au 
cas de l'homogénéité. 

Il paflè de là à l'intégration dune efpece d'Equations, 
qui a (bavent lieu dans la folution des Problêmes ; c'eft 
celle dont M. Bernoulli a donné le premier l'Intégrale 
dans les Journaux de Leipfic de 1697. M. de Bougainvillée 
après avoir donné une méthode particulière d'intégrer ces 
fortes d'Equations > fait voir comment on peut y réduire 
un grand nombre d'Equations propofées. Ces principes 
établis y il traite en général des équations à trois & quatre 
termes , & montre dans quels cas on peut les intégrer. 
Il' n'oublie pas la fameufe équation de Ricati > ni même 
des équations plus compliquées > dont celle de Ricati n'eft 
qu'un cas. 

De là il paffe à l'intégration des Equations où les deux 
différentielles font élevées à différentes puiflances; le cas 
des Equations homogènes fe retrouve encore ici > mais 
fous une forme bien plus générale. M. de Bougain ville 
montre de plus comment on peut intégrer dans beaucoup 
d'autres cas les Equations dans lefqueUes les deux diffé- 
rentielles fe trouvent mêlées enfemble > ou élevées à des 
puiflances plus grandes que Pu ni té. ^ 

L'Auteur fait voir en fui te comment on peut employer 
dans certains cas la méthode des Coefficients indéterminés 
pour intégrer en même temps plusieurs équations qui 
contiennent chacune un certain nombre de variables ; & 
comment on peut fe fervir de cette même méthode pour" 
déterminer une Intégrale par certaines conditions données 
de la Différentielle. 

Le fécond Livre traite de l'intégration des Equations 
ou quantités différentielles à plufîeurs variables , du fécond 
ordre & au-delà , en fuppolant confiante telle différent 
tielle qu'on juge à propos. Il contient, ainfi que le Livre 
premier , toutes les méthodes que les Géomètres ont 
trouvées jufqu'à préfent fur le Calcul qui en eft l'objet;; 
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l'Auteur fait par-tout fe rendre propres ces méthodes pat 
l'intelligence & ia clarté avec laquelle il les a dévelop- 
pées. 

Cette Seconde Partie ne nous paraît pas moins digne 
que la première de l'approbation de l'Académie , 6c de 
l'impreffion. Signé, NICOLE ; D'ALEMBERT. 

Je certifie le préfent Extrait conforme à Jbn original & au 
jugement de PÂcadémie. A Paris , ce 2p Janvier 1 7j tf- ' 

GRANDJEAN DE FOUCHY, 

Secrétaire perpétuel de l'Académie Royale des Sciences, 
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Fautes à corriger dans la Seconde Partie» 

t, .. dC âS ,. r dC dB 

Page ip. ligne 24. -^ x —, lifez .— , — . 

Page j8. ligne (S", byyx"*, lifez byyx~dx, 
Pageiiff. Ôc 117. effacez f" 1 & f" -1 . 
Page iy$. ligne 1$. ±nyydx* t lifez +»• 
Page 15 y. ligne 1. ^nrf*'| lifez :+;»; ^A" ligne 8; 

N'ayant pu revoir moi-même les épreuves de cette féconde 
Partie , à caufe d'un voyage que j'ai été obligé de faire df 
d'une maladie ajfez longue qui t'a fuivi , je m'en fuis repofif 
fur fexa&itude de M. Bezout , Cenfeur Royal & très-habile 
Maître de Mathématiques , qui a bien voulu s'en charger. 
Ceux qui voudront f infirmité a fonds du Calcul intégrai &, 
de la Géométrie tranfeendante ? ne f auraient mieux f pire que. 
de le prendre pour guide. 



t ' 



i. ' 4 



TRAITÉ 



TRAITÉ 



D U 



CALCUL INTÉGRAL. 



SECONDE PARTIE, 

Où Ton traite de l'Intégration des Différen- 
tielles à deux ou pluueurs variables*. 

Nous avons donné dans la première ' partie de ce 
Traité les règles que les Géomètres ont trouvées 
jufquà préfent pour intégrer les différentielles qui n'ont , 

qu'une variable. Nous allons expofer dans cette féconde 
partie ce que l'on fait fut l'intégration de celles qui en 
contiennent deux ou un plus grand nombre. 

Nous dïvtferons cette féconde partie en deux Serions. Divifïon gé- 
La Première contiendra les règles d'intégration des te Seconde 
différentielles à plufieurs variables qui ne paûent pas le pre- * me * 
mîer ordre ; telles que font les fuivantes, xydx^-xxdy; 

'■*%±, &c 

//. Partit, A 



* Traite' dv Calcul inte'qral. 

• La Seconde traitera de l'intégration des différentielles 
à plufieurs variables d'un ordre plus élevé* ; telles que 
xdxddy ; y* x* dydydddx , &c. qui s'écrivent encore 
de la façon fuivante, xdxd'y ; y 1 x l dy* d* x , fie en gé- 
néral dx* d m y , 

Obferration H ne î* auC P as oublier qu'il eft auflï néceffaîre ici d'ajoutej 
Siiwnîhn- une confiante à l'intégrale trouvée , pour la rendre corn* 
le nouvéT 3 " P^ ette > "" n ^ <î u ' on l' a Eût *^ anî> 1* première Partie. Nous 

nommeront cette confiante ^C , C étant pofitif ou né* 

fiatn*; 



>J <»r7M>» 



II. Partie. Sect. I. Chap. I. 5 




SECTION PREMIERE. 

jDe l'Intégration des Différentielles du premier 
ordre qui contiennent deux ou pluûeurs 

variables. 



c 



r CHAPITRE PREMIER. 

e 

Des quantités & des équations différentielles qui 
s* intégrent fins quil fiit néce (faire d'enjeparer 
auparavant les indéterminées , S fins aucune, 
autre préparation, 

» 

£, I* Sur l'intégration des quantités diff&nmicUtu 



I. 



L 



A différentielle de xy eft, comme on le fait > ydx~h i\ loti* 
xdy 9 Donc l'intégrale deydx~hxdy eft xy + C de* C quantité! 



Par la même taifon yxdz-\+yzdx-t*xzdy a pour inté- 
grale xyz^C. En général y m x n ayant pour différent 
tielle mx*y mmm * dy-*~ny m x n ~ l dx, lnjtégçale de çettft 
"dernière quantité eft y m x n •+• C t 



entières. 



IL 



On fait encore que la différence d une fraâion * eft là i*. Lo*fr 
différence du numérateur multipliée pat le dénominateur, fe&ojuuîrei 
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moins la différence du dénominateur multipliée par le nu- 
mérateur , le tout divifé par le quarré du dénominateur* 
Airçû la différence de -~ eft ■ " < *~* , Donc l'intégrale 
de uiz ;* du eft -^ ± C. De même l'intégrale d* 

>j * dx-mx y i y » 

., ■ ' eft — H- C» 



Eir général fi on nomme t une fbnûion quelconque 
jde x r & K une fonâion quelconque de ^ , l'intégrale 
de i<*r-+-r<*ï eft r^Ci & l dr ;J* J a pour inté* 
gralo -|- rt C 

y. Lorf- Nous avons vu dans la première partie de ce Traité 

Serment des que^toutes les fois que dans une formule compofée d'une 

nomeT^&c" feule variable & de confiantes , la quantité hors du figna 

***** à puit étoit * a différentielle de la quantité fous, le ligne ; Tinté» 

,|anccs * grale de cette formule eft la quantité même fous le figne 

dont l'expo fan t eft augmenté de l'unité , divifée par ce 
même expofant ainfî augmenté de l'unité. Il en eft de 
même pour les formules différentielles compofées de plu-* 
lïeurs variaBIes & de confiantes , pourvu qu'elles aient 
la condition que nous 'venons d'énoncer. 

Ainfî l'intégrale de (ctx -H dy) • y x -H y eft y-* 



{x-*-y) z ±C: celle de (*adx-)r%bdy}.* {ax-hby), 

eft 4 • (** ■+• &y)~ "*• C* Enfin celle dç 



II. Partie. Sbct. I. Cm a>. I. 

» ■ ■ " ■■ ■ ■ r- — -— » eft (*'y»4-y l Arj*'+>C* 



V. 

Si Ton avoit en général à intégrer (xdy^ydx -+- ayd/j ; 
( *y •+*/y ) * * l'intégrale en feroit -Z- 9 ( X y -*-yy) ~^ 
■+ C; & de même celle de '''+*'» + »''* eft _*_ 

r *— Jl m - fi ' w 

m-» m (*y+yy) m 

\xy -i*yy) «• +C. Il en eft ainfi de beaucoup d'autres* 

y i. 

Si cependant on étoit embarrafTé dans ces cas , & que 
l'intégrale ne fe préfentât pas d'abord > on la trouverait 
fur le champ en fe fervant des transformations enfeignées 
dans la première Partie. Ainfi en faifant dans (xdy -H 

*ydx*t- zydy) -(xy-t-yy)* > xy-*-yy***z; on aura 

pour transformée z » dz , dont l'intégrale eft par la règle 

fondamentale de tout ce calcul -^- z » H- C; & en 

remettant pour 2 fa valeur > on aura l'intégrale cherchée» 

Il en eft de même pour toutes les différentielles qui font 

dans le même cas. 

VIL 

V 
« 

. On a établi que toutes les fois que le numérateur d'une 4°. Lorfqo* 
fra&ion compofée d'une feule indéterminée 6c de confiant» renferment * 
tes y eft la différentielle du dénominateur > l'intégrale de 
la propofée eft le logarithme du dénominateur. Cette re» 
$te a encore lieu > lorfque la fraâion contient deux* 04 



mes* 



I? Traite' du Calcul intê'graù 

plufieurs indéterminées avec les mêmes conditions. 
Suivant cette règle l'intégrale de 7^ y eft / (x+y) •+ 

celle de '-*££ eft /*v +• C : De même/^±^^i' 



xtty * xjfjf 

Kxy-yyf±C. En général/"" ^ ' *- ( " + ' ) ' * 



N» 1» 



s= l(x m y n — j,""**") 7 -h Cy en fuppofant que la fous- 
tangente de la logarithmique eft i. C'eft ce qu'on troù<! 
4 vera tout de fuite en fuppofant x m y n — y m ^ n = zt 
car alors on aura la transformée fuivante — > dont oa 



rz 



fait que l'intégrale eft / ( z ) r ♦ Donc > &c« 

£. I L Sur P intégration des équations différentielles q 

VIII. 

Cequec'e£ Lorfqu'une quantité différentielle quelconque eft fup^ 
tion diftcren- pofée égale à zéro > on l'appelle équation différentielle, 
dre \u* lc o n * Toute équation différentielle eft du même ordre que les 
suc * quantités différentielles de l'ordre le plus élevé , qu elle 

renferme ; c'eft- à-dire que l'équation z m dz**~ 2zdu*4+ 
udz = o f dans laquelle les quantités différentielles d z 
in du font du premier ordre, eft du premier ordre. La 

/» . A m x y 1 dx x -f- i«* ywdydx -+- a 1 x* Jjr 1 n 

fuivante — - — f — = o eft encore 

du premier. Celle-ci ddu*hxdxdu~\-vdu*xQ eft 
du fécond ordre ; 6c ainfi de fuite, 

IX. 

; JL'intégration des équations différentielles du premic? 



II. Partie, Sect. I. Chap. I. ? 

v ordre s'appelle autrement méthode inverfe des tangentes. Cequec'eft 
En voici la raifon. La méthode dire&e des tangentes n'eft de inverfe des 
autre chofe que la méthode de trouver la tangente dune ngentcs ' 
courbe dont l'équation eft donnée ; c'eft à-dire ( Seû. II. 
des Infiniment-Petits) de trouver la valeur de la fous- 
tangente ~— y ou ce qui eft la même chofe de ^ , en 
fuppofant qu'on ait une équation en x & en y . 

Or une équation différentielle du premier ordre étant 
donnée , on a la valeur de — ou de —^ en x & en y , 
c'eft-à-dire , l'expreflion de la fous-tangente. L'intégration 
de cette équation donnera évidemment l'équation de la 
courbe. Donc cette intégration fera connoître la courbe 
'dont la fous-tangente eft fuppofée donnée ; & ainfi elle eft 
Vinverfe de la méthode direfte des tangentes, qui confîfte 
à trouver la fous-tangente d'une courbe dont l'équation eft 
donnée. 

Les règles pour intégrer les équations différentielles 
Tont à peu près les mêmes que les précédentes. Il y faut 
.cependant ajouter un nouveau principe. 

Le m me. Quand une différentielle eft égale à zéro > Lemmepr& 
ion intégrale , s'il eft poffibfe de la trouver , doit être fup- P aratoirc * 
pofiée égale à une confiante qu'on prendra arbitrairement, 
en fiûvan* totrcesfois la loi des homogènes. Par exemple * 
£ on a « -*u 3s=i < j om l'in^grale eft — , on la 

-iuppofe égale à une grandeur confiante a y ce qui donnQ 
— = a ; ou uu ==s az ? pour l'intégrale complète* 

A» 
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Voyons maintenant des équations qui s'intégrent fan< 

aucune préparation. 

XL 

Premier ' Ce que nous avon$ dit plus haut nous fait découvrir fut 

Exemple, 



le champ que l'équation xdy+-ydx = uzdt-hutdz-+4 
^tdu eft la différentielle exa£te de celle-ci xy — u z t -H 
C = o ; car il fuffit pour s en appercevoir de regarder les 
deux membres de cette équation comme deux différen- 
tielles particulières, & d'en prendre féparément l'intégrale* 

XII. 

On fuivra la même règle pour l'intégration de beaucoup 
d'autres équations dans lefquelles les différentielles font 
élevées au quarré, au cube» &c. 

Si Ton a > par exemple , l'équation fuivante, x % dy* -fï 

zxydxdy «+■ y % dx % = a*dx % ; pour l'intégrer j'enl 

prends la racine xjuarrée. Cette opération me donne 

xdy -k^ydx = a* dx > donc l'intégrale eft xy — aa% 

•H C =a o, 

XIII. 

Qu'on propofe l'équation a 9 ydx=fy' dy**h % y % d& 
H- a* xdy , qui eft la même que celle-ci > a*-ydx—*. 
a* xdy =fy 3 dy~\rh % y* dz ; ou bien encore , la même 

^ ^^ * l jdx — a 1 xdy r j r * j • • 

. que cette autre — £ =zfydy-+-h 9 dzi je vois 

fans peine que l'intégrale de cette équation eft — — < 
Ul ^h>z + C*=*o. 

XIV* 
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XIV. 

Se ho lie. De ce que dans l'exemple précédent l'é* 
quation n'eft devenue intégrable qu'après que l'un fie 
1 autre membre en a été divifé par yy > il eft allez Ample 
dp penfer qu'il pourrait y ayoir beaucoup de différentielles 
qui n'étant pas intégrables dans la forme fous laquelle on 
nous les préfente , le deviendraient > fi on les multiplioit 
ou fî on les divifoit par quelques fondions de leurs va-î 
riables. 

D'autres aufli deviendront intégrables en fe fervant Ûei 
fabftitutions enfeignées dans le Chapitre fécond de U 
première Partie , pour les transformer ; d'autres enfin 
demanderont des opérations plus compofées. Mais comme» 
Souvent les différentielles à plufieurs variables font très-; 
compliquées ; qu'il eft par conféquent difficile de recon-: 
noitre les méthodes qui leur conviendraient ; & que mémo 
quelquefois on effayeroit inutilement de les leur appliquer; 
avant que d'entrer dans le**détail des méthodes particu- 
lières y nous en allons expofer une générale qui apprend 
à reconnoître fi une quantité ou une équation quelconque 
compofée d'un nombre quelconque de variables & do 
leurs différentielles ( dans l'eut où elle eft propofée ) eft 
intégrable algébriquement > ou conftruâible par lçs qua« 
dratures, Lorfque l'intégration eft pofBble 9 cette méthode 
nous apprend à trouver l'intégrale. Souvent même , lorf- 
que la quantité ou l'^quatiçu dans l'état dan? lequel oq 
//. Partie, B 
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la propofe n'eft pas intégrable , la même méthode noui 
fait trouver le fadeur qui en Faffe&ant la rend fufceptibla 
d'intégration. Cette méthode eft fondée fur un Théorème 
dont nous ferons le plus grand ufage dans toute la fuit© 
de ce Traité. 



CHAPITRE IL 

Méthode pour reconnohre quand une différentielle 
•compofte de plujieurs variables eft la différentielle 
i exacte de quelque quantité x & pour l'intégrer 
. dam ce cas± 



lutïoîî A Vant que d expofer cette méthode r il eft néceflaird 

Problc- -/%- : . * ' ; r < " 

écefTaire XA» de donner ici la folution d'un Problême dont on ne 



Solution 
me néceflaire 

kût+ * peut fe pafTer. Ce Problême conlifte à différentier les 

quantités de la forme de fA àx\ A eft une fonâion de 

<, * 

x & de y f telle que ceft x qui a varié ; au lieu qu'oïl 

demande ici la différentielle de fAdx x y variant & * 

4tant confiant.. 

' X.V.- 

- Problème. Différentier les quantités de la nature âà 
fA àx > en fuppofant y variabie ôc x confiant. 

.Nous allons • . , , 

Sabord don- - SoLOTiON, Suppofbns que la quantité propofée * 
don de ce différentiel foit fdxiS^aa-hxx), en feifant a variable; 
un exemple. Jte difïérentie la quantité }f (aa-\zxx) eafaifant feule^ 
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ment varier a . Cette opération donne ■ a * : . J'en 
ote à a que je mets devant le ligne /en biffant dx ainfi 
qu'il étoit fous ce même fisne : j'aurai daf , , * * — c 
pour la différentielle cherchée de fdx\f{aa-\-xx) ; a 
variant & dx étant confiant. C'eft ce qui fe démontre 
àinfi. 

Soit la courbe B M dont l'équation eft y = >/* ( aa ■+- xx ) > 
telle que . . . , . BA = a Figwoft 

AP = x 

P/> = dx 

PAZ" = y = KUtf-t-**)», 
Menant l'ordonnée infiniment proche p m > on a le petit 
fcfpace PMmp = dxy r (aa-t-xx). Donc la fomme de 
ces petits efpaces , ou Paire entière $ A P ÀQ fera 
fdx V r (aa-*-xx). Soit à préfent prolongé BA en b 9 
PM en M', pm en m[\ & ptfr les points b, M', m' 9 
jnenée la courbe b M' m' . En faifant varier le paramètre . 
4 & laiffant x confiant , on aura M M' = -t * ; 

Il a 

donc le petit efpace M f m* Mm .==* v il a *+.\ x) -i doricf 
)a fomme des petits efppoes M'tn 9 Mm> ou BbM* M=^ 
f * a * : qt da demeure toujours le njénje <}an% 

V ( fl d ■+* XX) A A 

foutes les quantités y^/^^y i puifque </*=*=#*:} donc 

«n peut le faire fortir hors du figne d'iût^grttkm : donc, 

on a BbM'M=*daf ,>'** . Or BtM'M eft 

l'élément de Taire A BMP ; donc la différence de 

/rf*»^ «*-*-**) cft^/, ^^ . H eft évident 

<ju'oû fera le même raisonnement fur tout autre exemple* 
- . • Bij 
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XVI. 

Solution ef- Corollaire/ Donc en général la différence der 
îlémc! luPr0 "/^ d* , y ^ tant ^uppofée variable a fera dyf— àx\ dans 

cette quantité, -j— exprime le coefficient quauroit dy 
clans la différentiation de la quantité A . Ce qu'on voit 
aifément par l'exemple ci-deflus. 

Après la folution de ce Problème , paflbns à rexpofitiott 
ide la méthode. Nous l'appliquerons 'd'abord aux quantité^ 
& aux équations différentielles qui ne renferment que 
deux variables ; enfuite nous l'appliquerons à celles qui 
en renferment trois ou un plus grand nombre*. 

'£• I. Expofitio* de la méthode appliquée aux quantité* 

& aux équations différentielles qui ne renferment 
Q que deux variables* 

c' XVIL 

Théorème : Théorème. Si on dïfférentie une quantité telle que 
n amen . ^ compoféë de deux variables t fie u > en faifant u variai 



fcle fie t confiant, fie qu'enfuîte on diffërentie là différent 
tielle qui en réfulte en faifant t variable fie u confiant y 
en aura la même quantité que fi on différentioit d'abord 
jA en faifant u confiant fie t variable , & qaenfuite on 
différeritiât là différentielle qui en réfulte en faifant t 

* 

confiant 6c u variable* Par exemple, foit A= V{ t*-±-nu % )i 
Différentions cette quantité' en fuppofànt t confiant, la 



nu du 



différentielle fera —r~ x r > qui différenciée de nouveait 

£n . traitant u comme confiant * donne r * 
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Maintenant différentions A en regardant u comme conh 
ftant « nous aurons ■■ % . — p x ; dont la différentielle en 

fuppofant * confiant fera \ , qui eft la même 

(#*-f-»i#* ) » 

quantité que la précédente. 

La démonftratïon de ce Théorème fe tire dés principe^ 
hiêrnes du Calcul différentiel. 

Démonstration. Mettons dans A, t*\-dt au lieu de t$ 
A fe change en B = ^(; + ^) 1 -H w«* ; mettons erf- 
fuite dans A au lieu de », u-\-du> A fe change en 



C = f'" * * -t- * {u-hdu)* . Enfin fï Ion met en même 
temps dans A au lieu de t , t -\-dt , & au lieu de u y 
u-hdu, A fe change en D = ^(r + ^)*+»(«+^)\ 
II eft évident par Hnfpeâion feule que fî dans B on écrit 
pour Uy u-\rdu y B devient D; & de même > que fi dans 
C on écrit t-\-dt pour t, C devient Z> • Cela pôfé '> ft 
on différentie A en regardant ; comme confiant , on 
aura C — A . La raifbn en efï fimple. Car pour différentier 
une quantité > x > par exemple , il faut fuppofer que x 
devient x-\-dx> & alors la différence qu'il y aura entre a? 
dans le premier état & x dans le fécond fera la différent 
tïelle de x; il faudra donc retrancher x de x+i-dx^ ce qui 
donne dx. De même fuppofant t confiant > pour avoir la 
différentielle de A y il faut fubftituer dans A à la place de 
u , u-+-du 9 ce qui donne C. C eft donc ce que devient A 
au ffeconcî inftant ; la différence entre A au premier in* 
ftant & A au fécond inftant , ou' la différentielle de A feri 
faite: C— A r Le calcul eft conforme à- ce raisonnement* 
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Car C— A = ^ t'- *-n{u -+-du)* — i^(f , -4-»**î 



qui eft en effet la différentielle de A en fuppofant t 
confiant.' Si dans C — A on met t*+~dt au lieu de t • 
on aura D—~B., & la différentielle fera par les raifons 
que nous venons d'expofèr D — B — C-4-A. 

Maintenant dans A mettons t-\-dt au lieu de r, nous 
aurons B , & la différentielle de A en fuppofant u confiant 
fera B — A . Si dans cette différentielle on écrit u-\-dit 
au lieu de u , elle devient D — C ; & la différentielle fera 
par conféquent D — C — B-hA, différentielle que nous 
avons trouvée abfolument la même par la première opé? 

ration. 

XVIII. 

Autre ma- Ce Théorème peut encore fe préfenter fous une autr$ 

fiiere de pré- r • r r • i a • 

fenter le forme qui fuppole toujours les mêmes principes. : 

précE? ' Théorème. Si Adx + Bdy repréfente la différen-î 

cielle d'une fonâion de x , de y & de confiantes > la dif- 
férence de A prife en fuppofant feulement y variable & 
divifant par dy , eft égale à la différence de R prife en 
fuppofant x feul variable & divifant par d x • Ce Théo^ 
terne s'énonce ainfi algébriquement — = -^ , Ç\ 
fAdx + Y=/Bdy-+-X ( Y étant une fondion de y 
& de confiantes qu'on peut ajouter à fAdx > & X une 
fonction de a? & de confiantes quon peut ajouter % 
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fB dy). On fe fouviendra que -r- exprime le coefficient 

• d R 

qu'aura dy dans la différenciation de A > àL ~ celui de 

4x dans la différentiation de B* , 

Démonsieation. Les deux membres de cette dernière 

équation font égaux : donc la différence de l'un eft égale 

à la différence de l'autre / quelle que foit la quantité que 

♦ ^^ * » 

Von fafle varier. Donc Bdy qui eft la différentielle de 
fBdy-+*X en fkifant x confiant & y variable , fera 1* > 

même chofe que la différentielle de fAdx + Ken fup~ 
pofànt auifi y variable fie x confiant. Donc Bdy = 
k Problême précédent) dyf~ dx + dY\ ou B = 

d A dY ' 

f-T-dx-\--r—+ Je prends maintenant la différentielle 

d R * 

de cette quantité en faifant varier x ; j'ai -j— dx =* 

d'A \ dB à A ax 

—r— dx ♦ ou -r— = -j— ♦ 

djf * à» dy • t 

Xix; 

» « - 

Corollaire» On démontrera de la même manière 
que fi -j — =^= -r— > A dx-\rBdy eft néceffairement une' 
différentielle complète , c'eft-à-dire qu'il y aura quelque 
fonâion de x , algébrique , ou dépendante des quadra- 
tures % qui en fera l'intégrale exaâe» 

Soit la quantité x dy V{xx -4-j/y ) -\-ydx V{ xx+yy) ; Son appli- 
je vois qu'elle na pas d'intégrale : Car la différence de ^« difl^iw 
x y ( x x *+-yy ) en fuppofant x variable r y confiant , fie ttc 
âtant dx > eft V^x^ryy) 4- v ^ ry) : celle de j£™£ 



• 
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yy(xx-\-yy) en faifànt varier^, fuppofant * confiant 
de divifant par dy , eft. V{**+yy) -*• y^ y x '+ yy) • Or 
ces deux différentielles font des quantités différentes. Donc 
là différentielle propofée n'a point d'intégrale, 

XXI. 

* J Soit maintenant la quantité différentielle M*'**; > dont 

Second * ,_ - ^ " .'. 

mempie. <on cherche l'intégrale. Pour maffurer fi cette quantité 
en a une , foit algébrique , foit dépendante des quadra- 
tures , je prends la différence de j~- y en variant feu» 
lement y fit divifant par dy . Il me vient ( ,*V,", ' Je 
trouve la même quantité pour la différentielle de x ~+ yy 
en faifànt varier feulement * fie ôtaat dx . Donc la pro» 
oofée eft intégrable. 

XXIL 

• » • 

Il en eft dp même de toutes les autres différentielles $ 
deux variables $ quelque compliquées qu'elles foient. On 
vpit tout d'un coup par le feepurs de la méthode préçéV 
dente fi elles font intégrables ou non : ce qui épargne 
des opérations fbuven* longues fie pénibles , quelquefois 
même infruaueufes , quand la propofée n'eft pas une' 
différentielle exacte. 

XXIII, 

-Application Appliquons maintenant le Théorème aux équations difc' 
Sx éqlaSnt férentielles à deux variables. Cette application eft facile fie. 
jfSStÊ fe &« avec lç même fuccès. Ainfi pour (avoir fi. l'équation. 
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•i 

^à + Bijwo *ft une différentielle exa&e , il faut 



examiner fi -j- » -j^- . En x$e cas- l'équation ferait in-», 
tégrable algébriquement > . ou co&ftru&ible par les. quadra*. 
tures ; autrement elle ne le ferait pas. Nous allons dira, 
maintenant comment ces fortes de qu2*nttté$, ou d'jéqua^ 
tions, s'intégrent. • 



Manière # intégrer les quantités ' A d x -H B d y j & Ui 

équations Adx-+*Bdy=sq, lorf qu'elles font des^ 
< différentielles exa&es* 

*'••••- X1CIV. " 

Lorfqu une fois on au« reconnu par le Théorème pr6- # AMfl 55? 
«cèdent qu'une différentielle telle que Adx-\-Bdy eft renticiiei p 
ijitégrable \ voici la méthode qû'çn peut (uiyre pour pati 
yenir à ftntégration. * 

J'intègre feulement l'un des deux membres $ Adx pat 
exemple , en y fuppofant y confiant 6c x variable : Fin-; 
tégrale étant trouvée > )ç h (^fférentie en faifant jr variable 
éc. x confiant ; je retranche cette différentielle de Bdy: 
à là différence éft zéro > c'eft une marqué que fA d x 
fbffit pour Tintégrale de Adx -¥-Bdy : finçui la différence 
lie peut être qu'une quantité compofée de y > de dy Sç 
de confiantes , dont l'intégrale étant ajoutée a fA dx£ 
ja rendra l'intégrale complète de Adx^rBdy « 

XXV. 

Soit la diffifceiit;ellfi <**^jf H- J^ — aiyy^x ^ : p£S5S. 
ih Partie. ' * '* Ç 
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¥—£- que nous reconnoîtrons aifément par le Théorème 

fondamental être une différentielle exaûe ; pour l'intégrer 
fuivant la méthode précédente , je prends l'intégrale de 
àxVy — -~ en fuppofant y confiant : cette intégrale 

ëft x j/'y — • ay * T Hh C. Je différentïe cette quantité en 
faifant x confiant 6c y variable ; j'ai pour différentielle 
jLl jlt ax^'dyi laquelle retranchée de ^— — ax~* dp 
donne zéro* Donc l'intégrale complète de la propofée eft 
se Vy — ayx T +C- C'eft ce dont on. peut fe convaincre , 
fi on différentie cette quantité en- faifant x ai y variables* 



»*\ .TT 



i t 



XXVL 



.fcyÀpjiia- La même méthode- s'applique . aux équajtions différen-.. 
MiAoieml «elles* que le' Théorème fondamental nous auta montré 
^K-%=o. &re intégrables. Il faudra feulement obferver de fait» 

l'intégrale trouvée égale à une confiante. 



r • '■ ' 



XXV II. 



* S c H o l r e. Il arrive fouvent « comme, on l'a déjà vu i 
que l'équation n'étant pas une différentielle complète f orf 
peut la rendre telle en la multipliant par quelque fa&euç 
cqmpofé de x 9 ,àe y & de confiantes. Dans la fuite de 
cet Ouvrage nous nous fervirons du Théorème fondamental^ 
pour déterminer ce fkûeur dans certains cas. On trouve 
dans les Mémoires de l'Académie , année 1740 9 une 
jçéjhoefe poux découvrir fouvçqt quel peut êtœ ce fa&ehç 
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t[ui fe feroit évanoui en différentiant , à caufe de l'égalité 
à zéro. Cette méthode eft dès plus ingénieufes ; mats 
sommer elle ne réuffit pas toujours , que d'ailleurs le pro* 
cédé en eft aflez pénible, nous ne la détaillerons pas ici. 
On peut la voir dans le Mémoire même que nous venons 
de citer > dans lequel elle eft détaillée d'une maniéré 
exa&e & lumineufe. Je paffe à l'application du Théorème 
aux équations différentielles qui renferment plus de deux 
variables, > 

£, IL. application du Théorème fondamental aux (quatieni 
différentielles qui renferment plus de deux variables* 

, XXVIII. 

Première Proposition. Soit Adx-*-Bdy + Gdz*xs6 Moyen a# 
fine équation quelconque diflférentïellç contenant trois '^JJj 
yariables f on s'affurera d'abord fi cette équation dans Tétat ^"1*2 *? 
©ù elle eft , ne feroit pas la différentielle exa&e de quel- ?<*«=£ font 
gue équation a trois variables > ee qui fe découvrira en 
examinant par le 4noyen 4 de notre Théorème fi -*j*- saj 

AB n iA AG + r àB AC q. , * ? , 

•3— > fi -7- »« -r- , 6c fi -r- «■ v • Si ces trois equa^ 

ax ' dz a* ' dz Ay * 

fions ont lieu à la fois , la quantité Adx-\«Bdy+>Cd£ 
.eft une différentielle complète > finon elle n'en çft pasunej 
Démonstration. Il eft évident que Àdx^Bdy^ 
Cdz n r a point dintégiale , f fi les équations -3-» ±s -jj * 
«j^- ses -jj x -^M'- nont pas héu en même temps; 
Car fi Adx-\~Bdy+-Cdzeft. une différentielle com4 
«f lete x il &ut<jue jidH-^B^y eiv ibi.t une en fappoânt 

Cij 
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'z confiant , 6c faifant varier * 6c y , ce qui donne , fuirant fo 

Théorème fondamental , -r- = -7- .' De même û Ad* 

* * dy dx 

Bdy + Cdz eft une différentielle complète, il faut 



que Adx-t-Cdz en foit une en fuppefant y confiant , x 

A A A C* 

& . z variables ; donc on aura «7- = — ♦ On fera lf 
jnême rationnement fur Bdy^rCdz. 

Pour prouver l'inverfe de cette proportion > favoir que 

~ , . . dA dB dA dC dB . dC 

fi les trois équations _==_,— =_-,_:=-^ 
ont lieu , Adx^Bdy^rCdz eft une différentielle 



exa&e* il faut faire voir que l'intégrale de^A dx-t-Bdy 
jprife en faifant y & z conftans > fera > à une fon&ion prèi 
de y # & de z, l'intégrale de Aàx*\-Bdy-\rC d'z\ oit 
* 9 y > 2 font variable» $ c eft ce qu'on trouve de la façon 
Iqivante. : 

Je différence fAdx en faifant x$y> z variables % 
faurai (Article xvi.) Adx + dyf±j- dx*- dzf±£dx. 
Il ne s'agit que de montrer que cette quantité ne différa 
<]ç la propofée que par. une fon&ion' de jr, z\ dy, dz p 
gui Joit pne différentielle complète £ ç'eft-à-dire qu'il faut 
j'aflurer Adxj—AÂx •+■ Bdy — dy/~ dx •+- Cdz—+ 
d zf— d x > ou en. réduifant que ( jB —f— àx) dy -H 
{Ç ~- /! 77 àx ) dz eft une fonction fans # & une diffé* 
jeptiette. complète. 

JS plus une fbn&ion de y & de z fans x» Donc B — •• 
f~A x e ^ cette fon&ion (ans #. 
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jplus une fonôion de y & de z fans x. Donc C -*• 

f-j£ dx eft cette fonâion fans x. Donc ( 2? — f-j- dx) 

4 y .+- ( C — f m T~ dx) dz eft urne quantité fans x . 

Il nous refte à prouver qu'elle eft une différentielle 

Complète , ou, ce qui revient au même* que à ( B — f-~ dx) 

y 

— l w 

d z 
w= d (C — f^ dx). Pour le prouver je remarque quO 

d v 
•jj = -j- par l'hypothefe. Donc en effaçant dans les deu* 

membres de l'équation ce qui fe détruit > elle fe réduit à 

* C/^*) « '(/£'»)« Mais ^17 '* "*" 

dz dy 

*tlzf—dx eft la différentielle de fAdx en faifimt # 
confiant , 2 & y variables ; donc par le Théorème fonda- 
mental d (f£ dx) = d {f±± dx ) . Do*c(B — 

■fïgdx) dy~t- {C—fj^dx) dze& une différentielle* 
complète : cette même quantité eft une fbndion fans x « 
ÏDonc y &c. 

Appliquons la proportion précédente à un exemple* 

m * • * 

Soit propofée L'équation différentielle max*** z^ T y m ^ T dy txcmtf& 
•4- »*y 2; * x * dx — ay z * x *dx — ay x * z [dz 

po, Pour que cette' différentielle foit intégrable , il faur 
gua les tiois équations fuivaotes aient lieu en même temgs^ 
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. ,°. dïnafz^x*^ -aj^jrn^ d ( max *~'? z -i y ~*\ 

^y fcul étant variable dans le premier membre , & x dan$ 
le fécond. 

d z 2 <f JC 

« feul étant variable dans le premier membre > & x dans 
le fécond. 

x feul étant variable dans le premier membre & y dans lç 
fécond. Or les équations ont lieu , puifqu on a en même 
temps tnnay z x x x dy — amy z x ^ «a 

dy ^ a dy j 

ln — {)amy m ~ t z~ i x H -tdx, {$—j)ay m x n ~ i z'~ { dz 



«■w 



^x - d z 

( — n -t- ±) ay m x"~* z~* dx , & enfin — amy 1 ** x"z % dz 



m — — — ^—» i^— i ■ ■ —*— ^ j| 

amx n ~* z~*y m ~ l dy . Donc l'équation propofé^ 

2 dy 
«Il intégrable. Nous trouverons par la méthode de Partiel^ 



» n 



fuivant , que fon intégrale eft JL ■ + CsOi 

XXX. 

deï n équSS Seconde Proposition. Lorfque fai reconnu que /*<?* 
wm'iêtï 11 " -+- B ^-*-C^2=:oeft intégrable , voici la méthode) 
trois varia- <ju'il faut fuivre pour parvenir à l'intégration. J'intègre? 
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Bâbord Adx en regardant x comme variable > y & z 

comme confiantes. Ce terme étant intégré > fi la différent 

fielle eft pttrvenue d'un feul terme compofé de x } y, z 

tC de confiantes , on aura l'intégrale complète de la prb* 

pofée ; finon il ne pourra manquer à l'intégrale qu'une 

fcn£tiôn dey & de z. On trouvera cette fonâion de la 

manière fuivante* Je redifférentie la quantité intégrée* 

fAdx en regardant x comme confiant, y & z comme 

Variables ; je retranche la différentielle qui en réfulte de 

3dy -+■ Cdz : le -refte fera une fon&ion différentielle de 

y &lz % dont l'intégrale fera la fonâion à ajouter \[Adx. 

\ S'il paroiffoit plus commode d'intégrer d'abord un des 

deux autres termes Bdy -+-Cdz , on en feroit le maître* 

& l'opération denjeureroit la même pour les deux termes 

reftaqts, ." . . 

XXXL 

En fuivant cette méthode ? on trouvera l'intégrale de Té- x AppEcatïon 

t- m • ti f i -i -^ , , - -i , à un exemple 

Suation différentielle ,abz y , x < x dx -t* aabx'y zdz particulier 

*— abx*z % y*~ % dy = o que nous reconnoîtrons (Art# 
S xvi il.) être intégrabler Le premier terme intégré en 
traitant x feul comme variable eft abz % y" 1 x T •+• C; ôc 
Ton voit au premier coup d'oeil, que c'eft l'intégrale com- 
plète de la propoiée. 

XXXII. 

• Qu'on nous demande fi l'équation différentielle fuivante Second 
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& quelle en eft l'intégrale , il fera facile d'appliquer Tft 

méthode précédente à cette différentielle. 

J'examine d'abord fi Ton a les trois équations fuivantes \ 

l'.dfllf-). = dS -*'' -t± \, x feul va* 

a z 

riant dans le premier nombre > & z feul dans le fécond ; 

»'• à { tJ Ç } - J {.-«Tfev} > y fcul «■»■* 

dans le premier membre 6c z feul dans le fécond ; 

J * d y 

feul variant dans le premier membre , & ^y feul dans le ' 
fécond. Or en différentiant fuivant les conditions prefc 
crites , je trouve que les trois équations précédentes ont 
lieu ; donc l'équation propofée eft intégrable. 

Cherchons maintenant quelle eft fon intégrale. Suivant 
ce qui eft dit ( Art. xxx. ) je prends d'abord celle de 
abx~ l dz en fuppofanç x conftant ; j'ai — +C* Je 
différentie cette quantité en traitant z comme conftant 
êç x commç variable ; f?i — * que je retranche des. 

trois autres termes de la propofée. Il me refte après cette 
opération ' /^/ y ~./ I dont l'intégrale ajoutée à la quai* 
tiré ^— fera l'intégrale complète de la propofée. Pou* 

intégrer (N) ^ v ^J^ y à y) > je me fers ^ kméphpde e*i; 
pofée ( Art. xxiv. ) j'intègre le premier terme — y y — - 

^ v j j ^ 

en fuppofant x conftant : l'intégrale eft hv (**+' y \ *\-A* 
Je la diffère rjtie ça fuppofant x feule variable j la différent 

tieil» 
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tîelle cft ~, y * , : laquelle retranchée du fécond 

x* v'(xx-hyy) ^ bx d b x d 

terme de la propofée ( N) donne zéro. Donc / yi * *~^ * ■ 
= *" (*«■*■**> -H ./*. Donc enfin l'intégrale de 1 équation 



abdz __ 1 _ bxydy - £j* dx ûbxdx * a 6s -h b V(x x -hyy) 



x *** V(xx-ï- yy) xx x 

XXXIII. 

Suppofons préfentement qu'on ait découvert par la mé- çhnnd une 
thode de PArticle xxviii. que l'équation Adx^rBdy^r 252i« * 
Crfz =: o , dans l'état où elle eft, n'eft point une diffé- S^Sm- 
rcntieile exatfe , on cherchera quel eft le fa&eur , qui 'JjftSSSi 
multipliant tous les termes de cette équation la rendroit reni * e te }\ e 

* # ^ en la multi- 

une différentielle complète. v^mt par un 

r fadeur com- 

Je nomme m ce fadeur commun a tous les termes de munàtowfci 

m 

l'équation , 6c dont 1 addition la rend une différentielle 
complète ; alors *Adx»i-*Bdy-*-* Cdz fera une diffé-? 
rentielle complète. Par conféquent j'aurai les trois équations 
faivantes : é£* _»- tt£é ££* +. 0*1 . 

dy ^ dy dx ^ dx * 

Aàfx fidA CdM . MdC 



dz dz dx dx * 

BifJ. /ndB Cdju . fjLdC 



dz dz dy dy 

Il ne s'agit maintenant que de donner à m une forme aflei 
générale avec des coeffiçiens indéterminés > pour quel 
cette quantité étant fubftituée dans les trois équations pré? 
cédehtes > en faffe évanouir tous les termes. 

Mais avant que de chercher cette forme générale pou* . J^ * J£* 
m y il eft néceflaire d'avertir que fouyent on la chercheront ïïjJjjA 
Partie* U 
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j"j i, ^ i a t bIe$ inutilement , parce qu'il y a une infinité d'équations diffe-» 
point d'imé- rentielles à trois variables qui n'ont point d'intégrales. 

XXXIV. 

Première Pour le prouver je reprends les trois équations précédent 

démonflra- . . . _ „, j - 

tion. tCS y Ad * t t , MdA Bd " i * dB . 

dy dy dx ~*~ dx * 

Ad.u , /mdA Cd/u. . fiidC 



dz d z d x dx y 

'BdfJL . VidB Cd/m . MdC 



dz dz dy dy 

J'en fais évanouir les grandeurs -£ , ^ , — j } qui (ont 
des quantités finies ; puifque -jj &c. exprime le rapport 
de d* à dx f à dy y à dz; rapport qui eft toujours fini* 
Je les fais donc évanouir de la même manière dont on 
fait évanouir trois inconnues ordinaires ; il arrivera que & 
s'évanouira en même temps , ce qu'il eft aifé de voir par le 
calcul fuivant. Des trois équations précédentes on tire ~ 

Bd^ , MdB fxdA - çç d m B d /ul . V-dB MdC 



Donc 



dx dx dy dy dz dz dy 

A C 

ABdfx . AMdB AfxdC CBd/m m CfxdB C/mdA 



dz dz dy dx dx dy 



D'ailleurs ona^» ^ + ^-^- c . Subûituant 

dx dz d z dx 

d C 

cette valeur de -p dans l'équation précédente > elle devient 

ABd/u, A.udB AudC ABdju . B/*dA B/ndC 



* dz az dy dz d z dx 

—j- 2 — * J e ïéduis cette équation , je la divilc 

par : qui le trouve en multiplier tous les termes , après 

R dC Cd ïi 

qu'on aura effacé ceux qui fe détruifent j j'aurai -j^- -— -j^ 
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AdB BdA AdC . CdA A 

— - —. — •+• -3 — = o y équation qui nous 

dz dz dy dy * * * 

apprend que C y A> B > doivent avoir entre eux la rela- 
tion exprimée par cette équation pour que la propofée 
Adx-*-Bdy-\-Cdz=so foit intégrable. 

XXXV. 

Il n'en eft donc pas des équations différentielles à trois Leur diff&> 

• « 1 111*9 1 renceencela» 

variables comme de celles qui n en ont que deux : car on des équations 
eft fondé à croire ( ou du moins on na pas démontré le tics. 11 * Vana " 
contraire jufqu'à prélent) que toute équation différentielle 
à deux variables fe tire de la différentiacion de quelque 
équation en termes finis 9 au lieu que la démonftratioit 
précédente apprend qu'il y a une infinité d'équations à 
trois variables qui ne peuvent pas être venues par la diffé- 
rentiation d aucune équation en termes finis. 

XXXVI. 

Il y a plus : fans examiner fi les équations différentielles Qui expr& 
à deux variables viennent de la difiérentiation de quelque ^ n T * ourt>* 
équation en termes finis , il eft aifé de prouvée qu'elles jfeÛâion C °cft 
expriment toujours une courbe dont la conftruâion c ft poffibic ' 
poflible. • 

Car foit toute équation différentielle à deux variable* 
repréfentée par s dx =rdy (s & r étant des fondions 
de x y de y & de confiantes ) ; prenons deux lignes à 
volonté AB (x) & B€ (y) ; nous aurons par confé* 
quent fit asa dx } ce' =?= dy = — • Prenons eafiyt© 

Pu 
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une ligne bb f à volonté pour un fécond à x * on aura- 
*V = dysss — , j & r étant des fondions de A b 6c 
bc f \ b* ainfi de fuite; tous les points c > c' appartiendront 
à la courbe de l'équation donnée. Il eft vrai qu'on ne peut 
exécuter cette opération ; mais il fufiit de l'imaginer exé- 
cutée y pour démontrer que toute équation différentielle à 
deux variables exprime toujours quelque courbe conftru- 

ûible. 

XXXVII. 

Il n'en eft pas ainfi des équations différentielles à trois 
Variables. Toutes celles dans lefquelles l'équation — à 

CdB . AdB BdA AdC . CdA ^ . ' f. 9 

= o n a pas lieu f 



dx dz dz dy dy 

ne peuvent être construites en aucune manière , & les 
Problêmes dont la folution dépendrait d'équations pareil- 
les 5 feraient impoffibles. 

Cette propofition peut encore fe démontrer d'une autre 
manière indépendante de toute intégration. 



Seconde dé» Soit dz =^ <*d x -+- fr dy une équation quelconque à 

mnnftratîon 

Queplufieurs trois variables » « 6c a- étant des fondions quelconques de 
fâentieUes à x y y y z f avec des confiantes ; qu'on fe propofe de trou-» 

trois variables \ r r i i i 

ne peuvent ver la lurface courbe expnmée par cette équation. 

SteSS! Soit A * 1>a * c àcsxyAQ celui des y, AR celui des 
Fit. &. Soient de plus PNh tranche de la forface courbe 

SSoS&StP 31 un P^ an P cr P enc *iculaire * l' axc des x , & QN\z 
par le moyen tranche de la furface courbe par un plan perpendiculaire 

de» furface* i i r i 

courbes, à Taxe des y j l'équation de la tranche P N fera dz 

%dy > & celle de la tranche QN fan dz = »dx. 
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Imaginons maintenant que q* & pn foient deux autres 
tranches de la furfâce courbe par des plans infiniment 
près & parallèles aux premiers ; on verra pour lors que fi 
l'équation dz = <*dx -\-%dy exprime une furface courbe 
poffible , il faudra que les deux courbes q*> pn > fe ren- 
contrent en un point / de la droite kl y fection des deux 
plans q m r , pmn\ c'eft-à-dire qu'il faudra que l'équation 
de la courbe q r / foit telle , qu'en y faifant x — qk y on 
ait pour z Ja même valeur qu'en faifant dans l'équation de 
la courbe pnl> y=pk. 

Pour examiner fi cela eft > il faut chercher i°. la valeur 
de / k prife pour une ordonnée de la courbe p ni ; Se 
pour cela confidérer Ik comme ce queft devenue *m, 
lorfque,-^P eft devenue Ap\ NM, nm\ PM demeu- 
rant la même. C'eft-à-dire que dans la valeur de Mr = 
z -H 3 dy, il faudra mettre au lieu de 2, nm , ou z-\-udx, 
& au lieu de & , ce que devient cette fon&ion , fi Ion 
y fubftitue x-*-dx pour x & z-ï-udx pour z. Par cette 
opération on aura lk~z-\-<*dx-\-%dy-\--j^ dxdy -\r 

On cherchera a°. la valeur de Ik prife pour ordonnée 
de la courbe q r ; & pour l'avoir > on fubftituera dans nm = 
*•+- *dx > vfjiy ou z-t-sdy au lieu de z> & dans la fon- 
ction « on fubftituera pour y y y-\-dy>t& pour s > z -f- & *ty> 
x demeurant confiant. Par cette voye on aura Ik = 
*-*- »<Jy -+p vdx •+- — dydx -4- ~ zdydx . Donc 
Z-)r»dx*f'&dy-1r2^dxdy-i-2£<'dxdy sa 3-h&</jr 
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^udx^^-dydx^^^dydx; ou bien en réduifant 

d'à t dïï d « d <* -rx • i r / 

— -+-<" — = - — h a- -p . Donc il faut que cette équa- 
tion ait lieu , pour que celle-ci dz = odx*+-%dy exprime 
une furface courbe poffible. 

m 

XXXVIII. 

Corollaire, Il fuit de là que l'équation - — H « — =? 
-T- ■+■ & -r- doit être la même que l'équation ^-^ — ^--? 

dy dz * * ax jx 

H — r 3 7— -+- -3 — = o ; c'eft ce au d eft 

dz dz dy dy * 

stffé de vérifier : car puifque l'équation dz=udx-{-%dy 
eft la même que Adx •+■ Bdy -+- Cdz = o, ou que 

. Adx Bdy m r _ ^ o- 

J* = ^ ^ , il faut que « = - , & que 

B » AdC-CdA JOr BdC-CdB ^ 

3 = — T , <*<* = ^— , <*»=: — — Donc 

en fubftituant ces valeurs dans Féquation — . -4^ « — . =3 
^ — , on aura l'équation 



dy ' i* * ^ CC<** CCd* CCdz 

ABdC AdC CdA , BdA ABdC ,j . r 

c^7 — TcTy — ccïï* ccFz — cT77> & en réduifant 

BdC . Crffl . AdB AdC CdA BdA «. à 

-^ r- —+■ -7— =-5— — 1— ■+"■7- * * a même que 

dx dx dz dy dy dz * * 

nous avons trouvée plus haut. 

XXXIX. 

- Scholie. Il eft évident maintenant que lorfque Té-) 

quatioh -j7 "~ & c * na P* s lieu* 1* propose Adx^ 
Bdy -\- Cdz == o, n'exprime aucune furface courbe; 
mais pour être certain que la furface courbe eft pofïible > 

R A C* 

Adéquation __ -*. &c. a 4ieu^ il faut s'âffute* que *outte$ 
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les fois que Ton a cette équation, on a le même *, foie 
qu'on le prenne dans la tranche des y ôc des x , foit 
qu'on le prenne dans la tranche des & & des *.• . - ;-* 
. Pour réconnokre que <ela fera amû /il^faut-oMecver 
que le calcul qui exprimerait cette nouvelle condition, 
ne différeroit de celui >qae nous venons de faire , qu'en 
ce qu'on autoit des x au lieu des z , ôc C au lieu de /f • 
Si donc on pratique cette opération , l'équation — — — 

Cifî . AdB BdA AdC . CdA j • j ït 

= o deviendra celle-ci 



dx dz d z d y dy 
BdA AdB C dB B dC CdA AdC 

dz ir ~*~ ~x Tx jï ^ iy — ° > 9 UI 

eft la -même abfolumeht que la précédente , eri'diahgeant 
lès fignes & : tranfpofant. 

Par cette voie l'on démontrerait aufli qu'on trouverait 
le même y en^ cherchant foit dans la tranche des y & 
Ûe's «',' foit dans la 1 tranché" des x &. des y , 

Après avoir donné la méthode qui nous fera reconnoître Manière d* 
celles d'entre les équations différentielles à trois variables teurqui peut 
qui ne peuvent être *ni intégrées ni cbitftruïres , il faut pieté une ™- 
apprendre à déterminer le faâeur qui rendra complètes rentieSe * c £ 
celles qui font fufceptibles d'intégration ou de conftru- ££" ^ ™£, 
&ion ; mais auparavant il ëflr néceflaire de faire les remar- ^SedK 
ques fuivantes qui fuivent de la différenciation des quantités, ^g» ' 011 oa 

On remarquera d'abord qliê la plupart des fondions qui âîoiw 
n'ont pas urç certain fa&eur commun Atôus leurs termes, 
n'ont pas non plus ce même fadeur à leurs différentielles. 
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On remarquera en fécond lieu que fi une fonâion a un 
dénominateur , fa différentielle aura auffi un dénominateur 
qui fera un multiple de celui de l'intégrale. 

D'après ce§ obfervations > mettons au lieu de <">-£-* 
P & Q étant deux fondions fans divifeurs , P fera un fa- 
ûeur de la fonûion 9 cherchée , dont la différence eft 
77? dx -ï- — dy ~t~ — dz > & Q contiendra le dénomi- 
nateur de la même, fon&ion <p. 

J'imagine que la différentielle eft divifée par l'intégrale f 
P s'en ira du numérateur & Q fe divifera par le dénomi- 
nateur. Il ne reftera par conféquent après fk divifion > pouc 
le dénominateur commun à tous les termes » qu'une fon- 
ction R d'un degré de plus que celui de A > B } C: 
nous difons d'un degré de plus » parce que la quantité 

Ai* + Biy + C** ^ v j ent par cet ^ e diviflQn f eft éga l c à 

— > ou à la différence du logarithme de la fonâion cher- 
chée , & que par conféquent elle doit être d'un degré 
au deflbus de l'unité» 

Pour trouver R > on le prendra égal à la fon&ion poiî-; 
tive , c eft- à-dire fans divifeurs > la plus générale d'un de* 
gré au deflus de A, avec des coefficiens indéterminés; 
s'il y a des radicaux dans A, B, C> il faut auffi qu'ils 
entrent dans R> en fe combinant avec x , y , z , de toutes 
les manières poflibles. 

Qa fera enfuite les trois équations fuivantes : 

RdA AdR R dB B dR 

jy dy ~* dpt dx * 

R dB» 



\ 
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R dB B dR R d C C dR 

dz dz """"" r 4 y dy * . 



RdA AdR RdC CdR 



dz dz dx d x 7 

afin de déterminer par leurs fecours les coefficiens indé-f 
terminés de la fon&ion R, Mais entre ces trois équations 
on choifira les deux qui paroîtront donner moins de calcul 4 
la troifieme étant inutile. Car il eft aifé de voir que fi l'oit 
s eft affuré au moyen de l'équation B ^ — C -7- -*- &C4 
que l'équation Adx*\-Bdy-±-Cdz — o eft poflible j 
il arrivera que la fonâion R qui convient à deux des trois 
équations précédentes conviendra auffi à la troifieme. 

Après avoir déterminé par le fecours de ces deux équa3 
tions les coefficiens de R , & par conféquent R même * 
on intégrera A dx "*" B * y + cdz , par la méthode de l'article 
XXX. pour intégrer une différentielle qu'on fait être exa£te< 
Enfuite on égalera l'intégrale trouvée à une confiante r §£ 
l'on aura l'intégrale de la propofée. 

XLL 

Appliquons maintenant le Théorème aux quantités 6c Application 
aux équations différentielles qui renferment quatre > cinq aux différen- 

tt . . , délies qui ont 

(Bec. variables. 4,*,&cvai 

Soit la différentielle Adx-4rBdy + Cdz+-Ddu + **** ' . 
Eds -t- &c. dans laquelle A > B , C , D > E> ficc. expri-j 
ment des fondions dex,y,z,i4jSj&cde confiantes i 
pour que cette quantité faffe une différentielle exade $ il 
Jfâudra que deux des termes quelconques de cette quantité 
IL Partie, E 
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faflent toujours une différentielle complète, en ne regardant 
comme variables que les deux feules lettres dont les diffé- 
rentielles fe trouvent dans ces deux termes. On aura donc 

!>/• à A à B à A iC; v 

autant d équations comme — =5 — , — = — - &c. à 

* a y ax az ax 

vérifier , qu'il y a de manières de combiner deux à deux 

les fondions A , B y C , &c* Si ces équations ont lieu * 

la propofée fera intégrable ; autrement elle ne le fera pas» 

Dans le premier cas le procédé à fuivre pour en trouver 

l'intégrale fera le même à peu près que celui que nous 

avons pratiqué > ( Art. xxx. ) pour les différentielles à trois 

variables ; il n'y aura de différence que dans la longueur 

du Calcul* 

. XL IL 



Procède pour * A l'égard des équations telles que Ad x-hBdy + Cd z 

à" f T,** c! H- D d u ■+• Ed s ■+- &c - = ° c I ui * e F éfcntc une équation 
yanabies. quelconque compofée de x y y > z y u> s y &c. avec leursj 

Méthode différentielles & des confiantes j on verra d'abord fi cette 
çmr s'aflurer équation dans Tétat où elle eft propofée > eft une différent 
vent devenir tieile complète f & la manière de s'en affurer fera de véri- 

complètes, . . ,,, . • à A dB à A dC a ,., 

jori9u>Ue* fier autant d équations 3— = —- t — = — - &c. qu'il y 

»ele(ompa$» n d y dx * dz dx ^ / 

a de façons podibles de combiner deux à deux les lettres 
ynûoK*vé*A 9 B y C> D, E % &c. Si l'équation propofée neft pas 
*** ' une différentielle complète , il faut examiner fi elle peut 
le devenir. Pour faire cet examen Je prends à volonté trois 
termes de la propofée , & les égalant à zéro y je vois s'ils; 
forment une équation poflible r en obfervant toutefois; 
d'y regarder comme confiantes toutes les lettres , excepté 



_j 
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les trois dont les différentielles fe trouvent dans ces trois 
termes. Donc en pratiquant ce qui a été dit (Art. xxxiv.) 
pour les équations à trois variables , on voit aifément qu'oit 
aura autant d'équations à vérifier comme — A — — — À — -H 

AdB BdA AàQ . CdA ,.j d * \ . 

= o , qu il aura de manières 



dz d z d y dy 

de combiner trois à trois les fondions A y B> C> D,E, &c^ 
Lorfque toutes les équations de la même nature que 1* 
précédente, venues par la combinaifon des termes Adx-i* 
Bdy^Cdz^Ddu^r &c. pris trois à trois , auront eut 
même temps lieu, on pourra rendre l'équation propoféQ 
une différentielle complète* 

XLIIL 

Remarque. On peut cependant abréger le nombre Ce «ombra 
8e ces équations à vérifier , parce que quelques-unes fui- ^^amiî 
vent néceftairement des autres. Pour le prouver je prends nucn 
Téquation à quatre variables Adx*\-Bdy-*rCdz-*r ^équation 
Ddu = o . Cette équation par la combinaifon des quatre ^J*" *** 
lettres A > B , C , D prifes trois à trois me donnent leç 
quatre équations fuivantes: 



i°. Adx H- Bdy •+• Cd z = o 

2°. Adx + Bdy + Ddu = o 

3°. Adx -+• Cdz +■ Ddu — o 

4°. B dy + Cdz -+■ Ddu = o 



Ï3e la première équation on tire en fuivant le calcul dç 

|i A . i BdC CdB . AdB BdA AdC 

i Article xxxiv. 



CdA dx d * dz dz dy 

-\ — == o ; la féconde nous donne en fuivant le mêm$ 



! 
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BdD DdB . AdB BdA AdD . I> dA ^ A 



calcul dx dx -r du du dy dy 

, . r * CdD DdC AdC CâA 

la trentième nous donne 



AdD DdA d > d >. , \ U î* 

-fe — H -jj- = o ; & enfin on tire de la quatrième * 

tdD DdC * B4C CdB BdD m DdB 



dy dy du du dz dz 

Or on voit aifément que fi on prend trois de ces équa* 
tîons à volonté , la quatrième s'enfuit néceflairement ; 
donc pour s aflurer fi une équation à quatre variables peut 
devenir complète , il fuffira de vérifier trois des équation* 
de condition qu'elle donne» 

XLIV, 

Corollaire. En faifant le même rayonnement fut 
les équations à cinq variables * on verra que des dix équa* 
tîons de condition que donne la combinaifon des fondions 
A y B y C 9 D y E y prifes trois à trois , fix fuffiront pour 
déterminer fi l'intégration ou la conftruâion eft poffible. 
De même fi la propofée avoit fix variables r telles que la 
fuivante j4dx + Bdy<+Cdz-\r*Ddu\-\-Eds-\-Fdr=iQi 
des vingt équations de condition que donne la combinaifon 
des fix lettres A , B % C % D >. E, V \ prifes trois à trois * 
il fuffira d'en vérifier dix.. 

Donc en général le nombre des variables, contenue* 
dans une équation différentielle étant m y \e nombre d'é- 
quations néceflaires à vérifier pour fa voir fi la propofée peut 
devenir complète , fera ce que le nombre m — i peut 
donner de combinaisons deux à deux » # c'eû - à - dkç 



II. PARTIE. Secî. I. Chap. II. $j 

* ; X L V. 

Lorfque parles procédés que nous tenons d'indiquer oïl 

aura reconnu que les équations à trois > quatre* cinq, &cj 

Variables peuvent être rendues complètes , il faudra cher-! 

cher le fadeur qui doit pour cela multiplier tous les termes 

de l'équation. Nous ne détaillerons pas ici la méthode de 

trouver ce fadeur ; le leâeur qui fera curieux de la connoî- 

tre la trouvera dans le mémoire que nous avons déjà cité 

dans ce Chapitre. 

XLVL 

. * 

Maintenant on eft en état de s'affurer fi une quantité 
ou une équation différentielle eft intégrable ou non; & 
Ton voit que cette connoiflance doit épargner beaucoup 
'de peines fouvent inutiles. Avant que de commencer le 
détail des méthodes particulières , il eft bon d 'obferver qu'il 
y a des équations différentielles qui ont une intégrale algé- 
brique , d'autres qu'on ne peut intégrer algébriquement , 
triais dont on parvient à féparer les indéterminées. Nous 
allons d'abord examiner comment on conftruit les équa- 
tions dans tefquelles les indéterminées font féparées ; en- 
fuite nous traiterons des différentielles qui s'intégrent en les 
multipliant ou les divifant par des fondions de leurs indé- 
terminées , ou en opérant fur elles par les transformations 

«nfeignées dans le fécond Chapitre de la première Partie. 

. » 

De là nous détaillerons les méthodes différentes de fépares 
les indéterminées dans les équations différentielles., 
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CHAPITRE II I. 

De la conjlrucllon des équations différentielles dans 
le/quelles les indéterminées font Jeparées. 

XLVII. 

D" ■ " 
Ans une équation différentielle qu'on veut 

que* de conf- conftruire , il faut d'abord mettre d'un çpté les dx & do 
traire l cqua- i> autre i es £y . a j ors équation fera de cette forme X à x 

*=s Ydy ( X exprimant une fon&ion quelcooque de * ? & 
F une fon&ion quelconque de y ) • Quand les deux mem- 
bres de cette équation ne font pas intégrables > alors on 
la confirait par lés quadratures : nous allons donner la mér 
thode qu'il faut fuivre pour cela. • Mais nous obferveronç 
auparavant de quelle manière on trouve le nombre des 
dimenfions d'une quantité quelconque X> formée de x & 
de confiantes. Par exemple , ax* eft de quatre dimenfions ; 
de même que ax* ■+• b* x*> i/ r (* 4 -f-r î x) eft de deux j 

6 ' eft de trois > parce que le nu- 
mérateur eft de quatre & le dénominateur de une ; & ainfi 

de fuite. 

X L V 1 1 1. 

Procédé Problème. Conftruire une équation différentielle} 
coSr^ioji* c * ans ^ ac l ue ^ c * es indéterminées font féparées. 

Solution. Je prends le nombre des dimenfions de 
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X & de Y, nombre qui doit être le même. Si tous les 
termes n'avoient pas en apparence la même dimenfîon > 
ils doivent être cenfés l'avoir , parce que ceux qui ont la 
plus petite dimenfîon , doivent être cenfés multipliés pat 
une puifZance convenable d'une ligne confiante > qu'on 
prend pour l'unité. 

Soit le nombre des dimenOons repréfenté par n , je 
divife mon équation par a" (<z eft une confiante quelcon- 
que. ) J'ai donc — - == — - . Pour conftruire cette équa- 

tion , foient A? y AQ_ perpendiculaires Tune à l'autre , Figure & 
Soit une courbe EK telle que . .... A? — x 

PK «= 



a 



X 



Vaîre de la courbe . . * . * > APKE = /"— 

Soit encore la courbe TD , telle qu'on ait A Q = y 

QT = 

Taire de la courbe ; • . . ; » A Q TD = f 1 —— 



y 



a 
Yây 



a 

Xdx 



Maintenant fuppofons qu'on ait « * » a h == f — - j 

* rX à x 

on en tirera *;•»«,. i ; • a =»/—> 

enfuite oh tracera une courbe GAf telle que /W = » 
fuppofons de même que • . w 9 . « at = /~4r * 



4* 






a 



& (bit la courbe $0 telle que * . * «SQ = * 
21 faut donc que t = u * 
Ayant pris -4 H = Q 5 > on mènera A 1 fous un airgîd 



£0 Tr41TB* DÛ CaiçUÏ ÎHTB f GR4Ù 

<fe 4J° > puis tirant Hl parallèle à A Q » du point 7 on 
mènera IN parallèle à A? qui déterminera le point N > 
tel que P N(u) ~ QS (t) , & par conféquent /^ « 

Y d ¥ * 

/ — ^ . Donc fi on prolonge SQ & P N jufqua ce qu'elles 

a 

fe rencontrent eniW, le point M fera à la courbe qu'ex- 
prime l'équation propofée. 

XLIX. 

Remarque i. Quelquefois il eft néceffaire d'ajoutée 
une confiante ; ceft la nature du Problème qui doit fervit 
à la déterminer : on, «joutera cette confiante que d'un 
feul côté ; car il ferait inutile d'en ajouter des deux côtés 
à la fois y puifque Ton pourrait regarder ces deux confiante) 
Comme n'en faifant qu'une, 

L. 

Remarque 2. Si l'un des deux membres de l'équa^ 
tion différentielle propofée étoit intégrable , alors ce mem«i 
bre dépendrait d\me courbe quarrable > & l'autre membrq 
fe conftruiroit $e la manière que nous yerçons d'expofer; 
Par exemple > fi l'on avoit l'équation d x rpx = Ydy à 
Ç Y exprimant une fonâion dey , telle que le fécond menw 
bre ne foit pas intégrable algébriquement) l'intégration de 

jpette équation 1 donne ** J* ■=* fYdy . On aurait le 

premier membre ,en traçant une parabole dont l'équation 

feroit yy=ipx 9 ôc l'autre membre fe conftruiroit comm« 

£fons le Problème, 

CHAPITRE 
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CHAPITRE IV. 

De la féparation des indéterminées dans les équa- 
tions différentielles par les règles ordinaires de 
U Algèbre y ou par de Jîmples transformations. 

L I. 

IL cft aifé de fentir qu'en féparant les indéterminées dans 
une équation différentielle , on la réduit aux cas de la 
première Partie ; puifqu'alors on peut regarder chaque 
membre de Péquation , comme une différentielle particu- 
lière qui ne contient qu'une variable. C'eft cette opéra- 
tion que nous allons maintenant pratiquer \ d'abord pour 
des équations différentielles affez Amples ; nous paflerons 
enfuite aux plus composées. 

L I I. 

i°. Si on avoit des équations de la forme fui vante aaxdx Exemples de 

* . cette fépara- 

•+• yyxdx=zydyV(xx-)rff) , qui équivaut a la fui- don par les 

r/*\ • règles ordi- 

vante (aa -*-yy) . xdx = y dyV '(**-+■ ff) ; on verroit nauesderAt 
au premier coup d œil que les indéterminées s'y féparent ge re# 

r 1 v - r m *dx ydy . Premier 

par une fimple divifion : car on a v{xx ^ ff ) «* j^y; ' exemple, 
dont l'intégrale eft, comme on le ùit } (** rK//) T = 
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LUI, 

Second De même l'équation - = 7 7 — devient 

exemple. v'(4 { +; ï ) ^(**-**) 

par la feule multiplication xdx.(b+ — * 4 ) 7 =ydy # 

(*' "+\y ' ) ' i équation dans laquelle les indéterminées font 

féparées , & que Ton conftruira par la méthode enfeignée 

plus haut» 

L I V. 

Troifieme Q ue j'aie x x à x % «+• xy d xdy — aa ày % ; je remarque 
que le premier membre de cette équation feroit un quarré f 
s'il y avoit de plus yy y - . J'ajoute donc de part & d'autre 
cette quantité* & l'équation devient xxdx % •+• xydxdy 
y -2-JL —a aady % -H Ulll . J e prends la racine quarrée ^ 

ce qui me donne xdx -+- y —f- =: + dyx f^^haa\ * î 
équation dans laquelle les indéterminées font féparées» 
L'intégrale de cette équation eft — -4- — ^ 
f \dy }/*(—-¥* a a)\ -4-C=o, dont la partie qui eft 
fous le ligne f dépend de la quadrature dune hyperbole 
équilatere par rapport à fon fécond axe , l'origine des 
coordonnées étant au centre de la courbe. 

Il en eft ainfi d'un grand nombre d'autres équation? 
différentielles qu'il eft inutile de détailler ici. 

L V. 



Exemples de 2°» Pour féparer les indéterminées dans 1 équation fui 

cette même _ _ , r 

Cparauonpar vante adx ~ydy -?xdy ; on fera y — x = z 7 ou y 
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3 -4- * ; dy = dz-hdx. Après les fobftitutions , l'équa- ^ . transfor- 

mations* 

tion propofée deviendra adx = zdz-+-zdx; ou a dx — 

1 # Premier 

zdx==zdz. Donc en divifant par * ~ z , on a dx = exemple. 
^-^ ; équation dans laquelle les indéterminées (ont fépa- 
xées; & qui a pour intégrale x*=a — z-W(* — z)~*-4-C\ 
Remettant pour z fa valeur y — x y on aura * =» * — j 
-4-#H-/ - Z + C P° ur Kntégialc cherchée. On 

verra d'ailleurs plus bas une méthode pour intégrer cette 
équation fans transformation. Voyez le Chap. VIL 

LVI. 

Soit l'équation aadx = x* à y -t* %xydy ^yydy ; Second 
je fais x -4-jr = z : j'en tire dx + dy = dz. La propo- excm 



fée devient donc aadz — aady =z* dy ; c'eft-à-dire 

A CL Ci Z 1 *9* • a •» • .#■» 4 il a Z 

= rfy : 1 intègre maintenant , de fn y « T ; 

le fécond membre dépendant ( Art. cvn, de la I" Partie , ) 
<Ie la quadrature du cercle* 

LVII. 



Si la propofée étoit ( x dy -i-ydx) x (a 4 — x xyy ) r = Troifiem» 

a 1 j m exemple» 

* * y y L y je remarque que dans le premier membre de 

cette équation xdy^rydx eft la différentielle de xy & 
que le quarré de cette intégrale fe trouve dans la quantité 
fous le ligne. Je fois donc xy*** z> & j'ai pour premier 

knembre de ma transformée d z . ( a 4 — z z ) T qui eft tel 
que je le demande* Je vois de plus que dans le fécond 

Fij 
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membre de l'équation le numérateur eft la moitié de lai 

différentielle de xx-+-yy > quantité qui fe trouve fous 

le figne au dénominateur : je fuppofe donc **'*~ yy = r ; | 

& ma transformée entière eft dz.ia* — 22)» = — - 

dans laquelle les indéterminées font féparées. L'intégrale 

du premier membre dépend (Art.xciv. première Partie) 

de la quadrature du cercle ; & celle du fécond eft Vit > 

comme on le fait. 

LVIII. 

Quatrième Soit encore à intégrer l'équation ■ ** '"** * = à X 

exemp c. (x eu une fon&ion quelconque de x ou de y ) . Je fais 

— = —, ce qui me donne la transformée fuivante 

%xx u = dX. Je divife le numérateur & le dénomi- 

(*->-) - - - iadu 



aa - xau -h uu 



nateur du premier membre par x x ; j'ai 
= dX, équation dans laquelle les indéterminées font fépa- 
rées. Pour l'intégrer je fuppofe a — u = t ; la transformée 
que donne cette fubftitution eft — ^-? = d X dont Tirv 
tégrale eft — = X ; & en remettant pour t & u leurs 
valeurs , l'intégrale cherchée eft -^- — ^ + C=o. 



LIX. 

■ 

Si au lieu de fuppofer -j- = — y on fuppofe — = -î- 

on aura % après les fubftitutions différentes * — -> 

= dX. Pour intégrer cette équation » foit u — a = t ; on 
aura pour transformée — lî—L — . dX y laquelle a pou* 

14 



intégrale ~ -+* C-- X =3 o ; & remettant pour * fa valeur 
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en u 1 & pour u fa valeur —, on a — f- — X^-ÇWo, 

intégrale différente de la précédente» 

L X. 

On trouverait encore en faifant - — - =2, que 2 * y ~\\ * 

= à X a pour intégrale — X+C=o r on en trotfc 

veroit même , en fàifant d autres transformations , une 

infinité d'autres ; ce qui ne doit faire aucune difficulté. 

Car l'intégrale générale étant -^- — X-hC=* o , ou 

2 x 1 1 c x ~ c? v y 

j^— — — A' = o / oh trouvera autant d'intégrales 

particulières qu'on donnera de valeurs différentes.. à C, '■' " n t 

Par exemple , fi C=o , on aura -^- — j£=s o , qui $ft 

celle que nous avons trouvée d'abord : fi C == — 2 , on 

aura j— — A*= o , & c'eft la féconde que nous avons 

eue : fi C==-— 1 , on aura ^~>— JSf=sso, & Aîné du 

relie. Nous fommes entrés dans ce détail fur cet exemple, 

afin que le leâeur ne foit point embarraffé dans le§ cas 

pareils* 

LXI. 

» 

Soit encore prôpofé d'intégrer l'équation* fui vante K= Cinquicmf 

._ .y*d*-xydy A f „ v , r exemple. 

- r ■, , ..1 — . ,- dans laquelle * reprelente 

{y x dx x - xxydydx+j* dy*}** " "" 

une fon&ion quelconque drç y & dp contantes : j'aurai 

— = ji*-**j _ j & en rctournant l'équa- 

' (y* dx*-zxydydx *-•>* 4>* X* 

tion -J- = (? % d* % -%*?dydx+,*iy*)* # Donc en quarrant 
les deux membres , j'aurai iy «- ' - * -— * xy y ' 



}*.ix % - xxyijix-i-x* dy* 
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<*>•(>*-**) f ^ ydx - xiy c . 

. v — ~ ; ou bien r — / . t — i- . Soit 

ydx-xdy ( r »_y»)T *7V &*-»*) 

maintenant — = 2 , on aura yrf* — xdy=yydz ; 6t 
après les fubftitutions la transformée fera ; =» 

Paflbns maintenant à des cas plus généraux dans lefquek 
les indéterminées fe féparent encore par de (impies trans- 
formations. 

LXII. 

Cas plus gé- Problème t* Séparer les indéterminées dans la for- 

nerauxqueles r 

!Ë2=£ mule générale "']*> ^gqdxtptc? étant des 

même. . *•*-(** H-f) jp 

Première fon&ions de x telles que ^ = 77 . 

formule* i i 4* 

r Solution. Soit (rjp*-4-^) a ==2; on en tire ry w -t- 

»s=s2i a , & en différentiant & mettant pour dp (a va^- 

i 

leur q dx 9 on aura y dy=—z* dz—qdx* 

»-i , J j en 

Donc — ^ — "^T" 2 * ^ 2 — aqdx=gqdxi 

— - r 

Donc enfin. > as* <is. *==* qdx , équation dans 

laquelle lei indaerminces- font féparées. 

*■ » , * ,•__-....- 

LXIIL 



Application. Soit dans la formule précédente ....... b = 2g 

àunexemple. - - ...- • i .... 



«-/* 
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» ==* 1 



l'équation fera ■ ***' r s= bgdx> Je ferai donc 

(cy-hbx)* = zi j'aurai^» — 7— ; <y= .; 

& pour transformée , l'équation fuivante * *"* ■ ' =s 
vgdx', ou a/ J zdz — bf> dx = *bcg* dx*4-bcgzdx. 

Donc ±e.*+.ftL„. — bdx; équation réduite en fiaâfoà 
«uonelle. 

LXIV. 

Problème a. Trouver les cas d'intégrabilité de Té- s^nde fbi> 

V a dx a mul«plw£é* 

quation ~ » r m — cx d y * a > b > * > étant nc 

{bx -\-ay x ) 

confiantes. 
Solution. Soit {bx ^ray x ) » zx ; oa 



1 



£ * -*— bx ■ ) n a x 
aura la transiormec luivantc 



a* zx 



(t — r) z"*'~ r ~ 1 <** — ( f — r ) J*'""" 1 <f* "l j ou 

1 -j > . 



- — 1 



bien, en divifitat par ( fc"*' " r — * x'" r )■ * 

a* mnx " * * * + " r ~ r ~T ."?.( z * — £)• "••<fa 
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Or il cft évident que fi dans cette équation — — ^ — 
— -+- — =j + mf- • i , les indéterminées fe répareront ; 



car alors on aura 



a I 

mi*__ a* cz m dz 



* i i A a i , a 

s u n.(z m -by - (f-r) *■ a* +{f-r)a* bn 

donc les indéterminées fe répareront dans la propofée 



toutes les fois qu'on aura a = "i-t-ni»*-»-*-'-' . ou ^ ejJ 
4 = 



f — r 
at — « r — mn /-4-ti — f-f-r - - 



j 



Application 
jl.un exempte* 



LXV. 

Soit dans la formule • . ~. * = 2 

t = 2 
a = 1 

r = 1 

on aura l'équation fuivante — * — ^— - *=±xdy . Je fais 

i (èbxx*4-gxy)~ 

[bbxx-)-gxy) % = * « ; ce qui me donne la transformée 
fuivante — ^ * — — = — x (2xzdz — bbdx^rz % dx) f 

& après la réduction on aurït £</# x ( s 4 — zb % z x -t-* 4 ) 
= 2gxz* dz — bg % zdx •+• gz l dx % Donc -j- =3 

II .en fera de même pour beaucoup d'autres équations 
particulières* Je pafle maintenant à plufieurs cas généraux 
dans lefquels les indéterminées fe féparent par des mér 
thftie? qui Içux font pfopçcs. 

CHAPITRE 
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CHAPITRE V. 

De la féparation des indéterminées dans les 

équations homogènes. 

LXVL 

Définition. \^/ N appelle équations homogènes celles dans Ce que cVft 
lefqueiles la fomme des dimenfions des x & des jf, ou non homop- 
féparées , ou prifes enfemble , eft la même dans tous les "*' 
termes de l'équation. Telles font les fuivantes , xxdy-i- 
gyydx =*fz % du-i- au*dz, ou bien xydx-h byydx 
— ' & x% *y ■+• hxydy. Telle eft encore la fuivante 
dx (x+^x* ~+-y+-*-gy*}Sxy* h-*') =dy {ax* -b 
by % x-\-gy % V{xx^ryy) j &c. Cela pofé. 

LXVII. 

Problème. Séparer les indéterminées dans les équa- Solutiongl- 
tions homogènes * à deux variables. blême* ^ 

Solution. Soit mife l'équation fous cette forme 
-£- = — 9 p exprimant le numérateur du fécond membre 
ic q le dénominateur. Il eft évident i°. qu'en faifant 
x rrssyz y on aura ■—- = y -~ -+-z. a . Qu'en fubftituant 
pour x fa valeur yz dans p & dans q > y.fè trouvera à la 
même dimenfîon dans tous les termes de p & dans ceux 
fo q ; par exemple , fi -£- =» g * h xy i mettant pour x 
IL Partie. ' *' " G 
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& valeur yz on aura "***£? ■ > fraOion dans laquelle 
y a la même dimenfion dans tous les termes du numéra- 
teur & du dénominateur. Donc on pourra faire difparoître 
de l'un & de l'autre , y ; & -?- fe réduira à une quantité 
Z qui ne contiendra que z & des confiantes. Donc on 

aura 17 "+" z == % > ou bien — - ^— > équation dans 
laquelle tout eft féparé. 

LXVIIL 

à ^'ex **! Soit a int ^g rer l'équation homogène scdxV{x*~±-y*) 
pic •*- gy*ixV(xy % .+. ^i j __. flX i^y .+. hy x xdy «4- 

qy* dyV x* -\-y » ; je la mets fous la forme fui vante »-£•=> 
1 ? je tais xssayz j j aurai par 

conféquent en fubftituant dans cette équation pour x Qcdx 

leurs valeurs £-!-«- "'^^^^ , ou bien «L 

dz « v V-HH-s v 7Tr» J 

=» — ^ = > équation dans laquelle 

les indéterminées font féparées. 

LXIX. 

Cette règle « -. . -, , . 

«'étend à tou- remarque i . Si dans 1 équation homogène les dx 
t?ônf e, hoœ£ & 1 €S <*y étoient élevées à une puiûance au-deflus du 
f^^SuI P 1601 ^ dégfé* > on fuivroit la même règle pour féparer 
Sem «Les les «déterminées. 
u,d**ie, goi^ pjj exemple, xx dy*+xydx % s=yydx % i o* 
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donnera à cette équation la forme fuivante , ày % = 
</**(£!_ JL) ; donc dy=*± dx ]/ ^ ^ — -f . Soit 

donc — = -^-, on en tire *iy = xdz -4- *</* ; fie auffi *iy 



X 4 

=5 ^ at KC» — **)• Donc xdz-*-zdx =*dxV (zz — az). 
Donc enfin — = — — ■ * 

LXX. 

Que l'équation propofée foit x % dy % -H xydxdy a 
x*dx* f on remarquera que le premier membre feroic 
un quarré , s'il contenoit de plus yy . J'ajoute donc 
ce terme de part fie d autre , fie après avoir extrait la 
racine quarrée > la propofée devient xdy*+-±ydx =s 

H^ d x V {xx H ) , équation qui eft dans le cas de notre 

Problème , & qui devient par conféquent intégrable ou 
çonftru&ible par la méthode précédente. 

LXXI. 

Cette dernière méthode n'eft applicable qu'aux équa* 
tionsjdans lcfquelles dy % ou dx* ne montent qu'au fé- 
cond degré * fie dans lcfquelles par conféquent on peut 
trouver la valeur de -^ . On trouvera plus bas ( Art. cuv. ) 
une méthode pour les cas plus compofés* 

LXXIL 

_ " „ Elle s'étenj 

Remarque a. La méthode que nous venons dex- auffi aux é- 

' t* « / • « * j l. quationi ho- 

prier pour les équations homogènes a deux changeantes iogenc$ *ui 
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C \ n f e d M dm s ^ ten( ^ ra au ^ cn Y feif ant quelques additions aux équations 
variables , «n homogènes à trois ou à tant de variables qu'on voudra $ 

y faiiant tou- ° * 

tesfois quel- pourvu que ces équations ne renferment point de conftan* 

que change- 
menu tes* 

LXXIIL 



Exemple Problème. Intégrer l'équation générale Xdx 

Ydy -h Zdz==o > X> Y > Z repréfentent des fondions 
homogènes & fans confiantes de x > y > z. La méthode 
feroit la même fi Ton avoit 4 ^ 5 ou un plus grand nombre 
de variables. 

Solution. Je fais y = xu, 6c z*=xt. On voit 
clairement qu'en fubftituant pour jr 6c pour z leurs valeurs » 
X qui contient des x > des y 6c des z fans confiantes > fe 
changera en une nouvelle fonâion compofée de x élevée 
à une puiflance du degré de la fonûion X, 6c multipliée 
par une fonction, de u 6c de t . De même la fonftion Y, 
fera changée en une nouvelle compofée de x élevée encore 
à la même puiflance > 6c multipliée par une autre fondion 
de * 6c de t ; 6c ainfi de Z « Suppofant donc que m re« 
préfente le degré des fondions X f Y> Z, 6c que F,G â R 
foient des fondions différentes de u 6c de t > fubftituons 
pour X, x m F y pour Y> x m G > Ôc pour Z, x m Hi 
mettons auffi pour à y fa valeur xdu^rudx y 6c pour dx 
fa valeur xdt-htdx , il eft évident qu'on aura la trans- 
formée fuivante x m dx. (F-f- Gu-{- Ht)-{- x"* 1 Gdç 



■4- x m+l Hdt = o y ou en dtvifant tous les termes pat 

_i»-f-i / r , r^ . tt x dx . Gdu -+• Hdt 
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Or dans l'équation mife fous cette forme les x font fé- 
parées des u fie des ;; car les fondions F } G,/ine con- 
tiennent point de x. Il ne s'agit donc que de favoir 
( Chap. II. ) fi „ " I**" — — ' eft une différentielle complète* 
& de l'intégrer enfuite, 

LXXIV. 

Soit dans la formule précédente . ; • . X = xy'z* Exempta 

y __ zx'y* ï" nfa,Be « 

Z = y*x*z? 

on aura ..♦.;. s *....;.... m = tf 

iBc l'équation à intégrer fera y*z* xdx r* m zx*y i dy*& 
y*x*z t dz = o. je fàisjrsssx» & z = xt, on aura 
«f 5 ^ «•ix-t-* < *» $ <ty-4-*'**ii*dzs=o, dans laquelle 

m 

x eft > comme on voit > élevée dans chaque terme au 
même degré que les fondions X , Y , Z . Maintenant 
fubftituons pour dy fie dz leurs valeurs > on aura la 



transformée fuivante ( 2u * t % -H * 4 * ) • dx*¥*xtu % Hu ■+> 
pcu't'dt — o, ou enfin — .+ — ^=0. 

LXXV. 

' Après avoir expofé cette méthode de fêparer les înd& 
terminées dans tes équations homogènes , nous allons 
détailler plufieurs moyens de rendre homogènes des équa- 
tions qui ne Tétoient gas. 



1 » » 
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CHAPITRE VI. 

Méthodes pour rendre homogènes des équations 

qui ne le font pas* 

m 

LXXVI. 

» • 

Elles font îyy Ous allons ici expofer deux méthodes qui fervent à 

au nombre de 1X1 , - j y • i r 

deux, -*- ^ rendre homogènes des équations qui ne le font pas. 

La première confifte à fe fervir de fubftitutions convena- 
blés , 6c on ne peut lui donner aucune forme générale ; 
ce ne fera que par des exemples qu'on en montrera les 
ufages. La féconde confifte à changer les expofants de la 
propofée , de telle forte qu'on puifle déterminer dans quels 
cas & avec quelles fubftitutions on la rendra homogène. 
Ces deux -méthodes rendront une infinité de différentielle* 
fufceptibles de la féparation des indéterminées, 

LXXVII. 



Exemplet de Sok propofée l'équation dxy r (aaxx-)-az , ) = zzdz 
ïét£dê? er * ( î u,on vo * c ^ en n '^ tte pas homogène. Je fais z * = ayy , 
Premier 9 e 9 U * me ^ onae la transformée fuivante, dxy(aaxx'>A* 
exemple. 0ayy j ^ if££r qui eft homogène. 

LXXVIII. 

On auroit encore pu rendre cette équation homogenej 
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d'une autre manière , en fuppofànt ifiaaxx + az') => 
ay , car alors on a tout de fuite aydx = H^ï — x * xi * , 
équation qui eft homogène. 

LXXIX. 

Soit maintenant à intégrer l'équation fuivante z* d z -+- seeoaJ 
v * a + x) = dx:)<s ferai iS(a-hx) = * j donc a-*-x=tt t exemple# 
& z* dz-t-2zzdt=s 2 tdt. Soit maintenant zz =yy, 
j'aurai en fubftituant '-^- •+• zydt a ztdt , équation qui eft 
homogène. 

LXXX. 

« 

S'il s'agiffoit de rendre homogènes les équations fui- -a^kmê 
vantes , (<*•+• b xy -|- cx'y***- ex* y* -h ficc.) dx-i~(lx* exeoi P le » 
*f-«* , j/-+-»* 4 ^*-h&c.)^y = o , ou bien (*y-H 
^*y *.•+" f**^ 1 •+" &c « ) àx -+•(/# -t- m» 'jf -4- nx'y* -*- 
$cc ) dy = o 9 équations dans lefquelles la fomme des 
expofàns eft en progrefBon arithmétique , la fubftitution 
qu'il faudrait faire feroit celle-ci , y = — . Car il nous 

vient après Pavoir faite ,(4«4-— -t-^-l-~ -j- ficc. ) 

4* — ( /* -f- — - -+- -- -4- ficc. ) ~ = o, fit ( — 

* ** 'XX * • \ X 

rr-t-TT -Hccc.) dx — (/*H h -h ficc). — 

** X J v x xx 'XX 

« o , équations qu'on voit bien être homogènes. 

LXXXI. 

Et en général fi on avoit à intégrer l'équation fuivante, 
(4x*+tz r x*->+àLç.)dx*h(mx"z r - 1 -t.»x 1 "' 1 z xr - t 
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p x*~ % z* T ~ I H- ôcc.) dz = o, on rendrait cette équa< 



tîon homogène en faifant z—y r . 

LXXXII. 

Je pafle à la féconde méthode. 

A b^eflde ^ oït 1 ^l uat * on générale compofée de trois termes 

méthode. a y n x m dx -4- by* x f dx •+• cx r y* dy=so 9 qui peut fer- 

Première v \ t <j e formule * àc dans laquelle les expofans peuvent 

formule pour m A à * 

les équations être pofîtifs ou négatifs , entiers ou fra&ionaires. Si n H- m 

à trois ter- 

mes. étoit =sas q~\-p *=sr~i-s r l'équation alors ferait homogène. 

Ainfi nous devons fuppofer qu'on n'a pas les égalités pré- ' 
cédentes. Soit dans cette hypothefe y ■= z * > on a <ty = 

m 

tz*" 1 dz>y* = z s * &ç. & après les fubftitutions on aura 
la transformée az nt x m dx-ï-b z qt x f dx ■+* ctx r z' '"" dz 
= o • Mais pour que cette équation fut homogène > on 
devrait avoir nt-)-m = qt-hp = r-4-jf-Hr — i . Dé 
la première égalité on tire t = ^p > laquelle valeur fub-» 



ftituée dans l'équation £rH-/? = rH-5*H-r— i , ou 
(s — j+i) t*=±p — r-f- 1, la fait devenir (s — q^r i )• 
{p — m ) s= [p — r H- i ) . ( n — q ). Cette dernière éga- 
lité exprime les conditions que doivent avoir entre eux 
les expofants de la propofée, pour qu'on la puiffe rendre 
homogène. La fubftitution qu'il faudra faire dans ce cas 

eu y =zz*-* . 

jSi au lieu de fuppofer y = z * , on eut fuppofé x = z ' , 

auxoit trouvé le même réfultat pour la condition entre 

les 
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les expofants : la feule différence , c'cft qu'alors on auroit 

$ = — - « ce qui rendroit la fubftitution à faire #== z *~ m 

* LXXXIIL 

Il peut arriver que la fubftitution de jissz"^ fbit 
impoffible ; ce qui arrive dans le cas où p = m , ou n = q : 
mais alors -on pourra féparer les indéterminées dans la 
propofée fans avoir recours à aucune préparation : car 
dans le cas où p = m , elle devient x m "" r à x =3 

•— — ry * ; , ou x f ~ r dx^= — — — — ^— ; & dans celui 

de n — q, on a ax m ~ r dx-\- bx*"* dx=* — cy*~ n dy) 

ou — O^""* <fy • 

LXXXIV. 



Si dans la formule ay n x m dx-i-by*x f dx~l- cx r y* dy 
?= o , outre la fuppofition de ^y = 2; on fuppofe encore 
* = a ; après les fubftitutions ordinaires > on trouvera 

nt am-f-a-i » . » ar ap-f-a-i j . ar J/-W-I t 

HaZ U dU-*rb*2S U r du^r-ctu Z dz 

i=3 o ; comparant enfemble les expofans du premier & du 
fécond terme * on a nt «4- a m -4-*— 1 =^ + ^-H 
a — 1 y d où Ton tire t = « • / £^ \ . L'équation entre 
les expofans du fécond & du troifieme terme nous donne 
r . ( * — q+ i)=«(p — r-4^1), fie mettant pour t fa 
valeur tirée de la première équation entre les expofants , 
on a «.(/> — m). (s — ^+i)=b«.(b — q) . (p — r-t-i), 
équation qui exprime , comme ci-deflus , la condition que 
doivent avoir les expofants de. la formule pour l'homogéV 
//. Partie. H 
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néité : mais dans cette équation la lettre « fe détruit danà 
tous les termes ; donc la féconde fuppofîtion de x =* »* 
étoit inutile. 

LXXXV. 

*£££* Soit P r °Pofée l'équation ay * x dx -+- hyy x * — c x ây 
*!"£■& ^ ° ' J* e compare cette équation avec la formule précé-j 
liere. dente : cette comparaifon me donne n =s s 

m ;= i 



1^ 



P = 
r = i 

S s=s o 

Dans ce cas l'équation de condition (* — fH-i).(/> — i») 
«= (/> — r-4- 1) . (» — ^) devient — ix — f = £ x i , ce 
qui eft confiant ; donc la propofée peut être rendue home- 

gène. Je fais donc » _. 2 «-i _ 2 *ï 

ây =3 — ±z'~*dz. 

y* =b z~* 

yy = z" 1 



& après la transformation je trouve ^Â •+- illîli 

I77f SŒ ° » «lotion qui eft homogène , comme on le 
voit au premier coup d'oeil. 

LXXXVI. 

Seconde foi» 

MMles^iï Si le nomDre de s termes de l'équation eft plus grand 
î££ei* uattc 9°* twi8 » ks condwon» 3« e doivent avoir les expoiànt» 
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des indéterminées augmentent à proportion. Soit , par 
exemple , l'équation fui vante de quatre termes qui .peut 
fervir de formule ax m y n dtx -f* bx q y f dx-\- ex r y* dy -4- 
fx 9 y u dy=*Q) je fais y =5 z', d'où je tire dy ==* tz'~ l dz 



n ni 

y = z 

P P* 

y r a z r 

s si 

y =* z 

u iu 

y ===== z 



Subftituant ces valeurs on a ax m z tt dx^rbx^ z f$ dx 

tex z dz-\-ftx T z dz=30* On doit 

donc avoir -, i°# »r + w=^ + ^ d'où Ton tire t =3 



\ 



±^- . On doit avoir 2 . r -*- j* -W — 1 = pt-ï- q 9 ou 
st~-p-t-i-t = q — r+i, & mettant pour t fa valeur, 



on aura (s — />-4-i )-. (^ — m) == (4 — r-+- 1 )•(» — ^?); 
première condition que doivent avoir les expofants de la 
propofée* La comparaifon du fécond & du quatrième 
terme donne t H- tu •+ * — 1 *=*#* ■+- f > ou * — f />* ~W 
psf — f+i) & mettant pour * fa valeur trouvée pré* 
cédemment, on a {u—p-\-\).(q — m) == (q — f-Ki ). 
(n — p) y équation qui donne une féconde condition que 
doivent encore avoir entre eux les expofants de la for- 
mule. S'ils ont ces deux conditions > alors elle pour ta 
devenir homogène ^ 6c la fubftitution à faire eft y ===? 



*-• 



Si les équations propofées ont cinq termes > alors leurs 
expofants devront avoir entre eux trois conditions > & 
ainû de fuite. 

Hij 
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LXXXVII. 

Application Si on propofe de rendre homogène l'équation dxV"x 

it la formule i ■ 4 

é,uS"par- **" ^* ^ "** ^ ^ ^ * ' ~> ' ^ = ° * P OUt VOit fl ^ 

ticuiieres. e ft fufceptible de l'homogénéité , je la compare avec la> 
é[u2T formule, & f ai t ........ m — £ 

I» ssss o 

* = o 



r 



i 

7 



u « 3; 
Donc l'équation ( r — f -H i ) . ( q — ~ m ) = t# — r-f- 1 fV 
(n — p) qui eft la première qui doit fe trouver entre les 
expofants eft ici ( i — f+ r) . — 7 = ( — i«+- 1 )> 

— f , ou — «J. = — A-, ce qui montre que les expofants 
de notre équation ont déjà la première condition requife. 

.La féconde équation qui doit fe trouver eft celle-ci 
(«— ;+i),(j — m) =s (^ — f + i).(» — />) : elte 
devient ici (3 — i + i)x-i=ix — f ; ou — f =s 

— f î donc les expofants de la propofée ont les conditions 
sequifes pour qu'elle puifle être rendue homogène. Je fais* 

4onC • r *- t » • • . t • t t r • • • y = Z*~t =a « , * r 



»'- =5 Z 1 » 
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& après les fubflitutions on a la transformée à x \Sx 

' i ~ xdz Vin %à%V * y • 9 

ixyfz-ï-l — ? — =3 2—t — i équation, qu on voit tout 

*Vz 

de fuite être homogène* 

Lxxxvnr. 

Soit encore l'équation? ayy xxdx^bdx^cyxdx 
"*-fx*yydy = o ; cherchons fi elle peut devenir homo- 
gène en lui appliquant tout de fuite la méthode qui nous 
a fait découvrir les cas d'homogénéité de la formule. Soit 
y = z\ dy =3 tz'~*.dz > on trouye pour transformée 
az xxdx-\-bdx~\rcz xdx + tjx*z dz = Q. 

Mais on doit avoir 2*-f-2=i-f-* 5 ce qui donne 
* =» — i ; cette valeur de t étant naife à fa place dans 
la transformée/ elle devient ^-^ -»-£<** " '*'* 



fx A dz • t^ - 

z t -o, qui eft homogène. Donc la ; fubfUaition qu'il 
faut faire ici eft y === — ^ 

Lxxxrx- 

Telles font les méthodes les plus générales pour rendre 
Homogènes les équations qui ne le font pas j il y a encore 
un cas qui , quoique particulier, ne laifle pas d'être allez 
étendu > & qu'on peut ramener à l'homogénéité ; c'eft celui 
dans lequel les indéterminées & leurs différences ne par- 
lent pas la première dimenfion, Nous allons l'examiner 
«Uns le Problême fuivant^ 
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X C. 

uSîJc^éteï Problème. Rendre homogène l'équation axdx 
du qui fe ra- by dx-)r c dx -\r vxdy -t-fydy+* hdy = o. 

mené il ho- J a s jy s s 

mogénéhé. Solution. Soit cette équation mife fous la forme 
Ce cas cft fuivante (tf* + ij/ + f) dx -h (<Ç* -+- /V -t - A) rfjr = o f 

représenté par # - 

r équation je remarque d abord que fi b etoit = g j i ai g étant de 
<**•+- (m -h même figne > l'équation s^intégreroit tout de fuite » pui'P* 
Jj+ ) ?• q U * a i OES c ii c dcviendroit -H £ . ( ^ d x -+- * ^ ) = — a # rf-x 



—-fydy-—cdx — hdy , dont l'intégrale cû +bxy 
lïï ■+■ -^ -4* r x -+- Ay -+-C = t> : mais nous fuppofons 
que b n'eft pas égal à g. Cela pofé , je Tais x == mz -4- nu •+• r 

& jj = /?* -+-**-+-* 

fubftituant , il me Tient 

amz <^r anu -*- ar 

bpz -+• b-ku -F £i^ . (mdz -4- »^n) ^ 

c 



gmz + gn* + gr 

ffz -4- fku -+-/* J- • (/><Jz -H *<i0) 

-4- * 

équation qui me fait voir quë~j'aurois pu faire une fubfti- 
tution plus fimple. Effectivement > je fuppofe x = z •+■ r 

( z -flc * font deux nouvelles indéterminées , s & r font 
deux confiantes) , j'ai • • . • « dx =» dz 

& % dy — du 

fubftituant ces valeurs dans l'équation } elle fe change en 
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az -+- arl \ . gz H- gr 

bu -4- bs\ àz -4- <-+• fu -+- fs ^ <J = o • 

Or je remarque que cette équation ferait homogène , fi 
les termes ar-t+bs + c & gr ■+■/* -H A étoient égaux 
à zéro ; cette fuppofition rédbifant la transformée à Yé- 
quation fuivante (az*+- bu) dz*+* (gz+fu ) . du = o. 
Il ne s'agit plus que de tirer les valeurs de r & de s rela- 
tives à cette fuppofition. Or ces valeurs font r =* * ^J* f 

& ; r==s -4 — *• 

Donc les fubftîtutions qu il faut faire dans le cas préfent 
font * = 2-4- -4 — 

y» «H- — — ?. 

a Q.F.T. * 

XCI. 

r 

Remarque i.. S'il f* trouvoit que cf fut = b h 7 ou obftnratîoiii 
ah = ex , lune oij l'autre des, deux . confiantes r ou s jw;**"? 

d * ~* lur 1 équation 

s'évanouirait > ce qui marquerait que dans ce cas on n a P^édente. 
befoin que d une fubftitution pour x > fi s = o ; pour y > 
fi r=sOi Soit y par exemple , r/= b h laiiTant x & fa 
différence , je me contenterai de fuppofer jr =* H- j , & je 
ferai le reûe de l'opération comme dans l'article précédent. 

XCII. 

« 

Remarque 2. Si l'on avoit en même temps r/= bh 
t£ah*s=*cg> alors les deux confiantes r 6c s s'évanouiraient 
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auquel cas la méthode pour parvenir à l'homogénéité ferait 
différente. Voici comment il faudroit s'y prendre dans ce 

ah 

cas» Puifque cf= bh > 6c ah = cg, on a £ = — fie 
f=z — : donc l'équation propofée (ax + by + c)dx-++ 
(g x -i-fy ■+• h ) dy = o , devient (ax + by -t-c) dx *+* 
(— -*"~ •+" àj dy = o, ou bien (ax -t-by-t-c) dx 
•4- (ax-{-by -\~c) . — ^ =«. o, ou enfin (ax + by*+-c) x 
( d x -h — - )=so; cç qui donne a x +> by ~i* c =* o 

OU • • • X-h-^~h/tf =• O 

( A eft une confiante ) : or ces deux équations > ou fépa- 
rément , ou prifes ensemble > fatisfont au Problême > puif- 
que ce font deux lieux géométriques y qui fe conftruifent 

par le moyen de deux lignes* droites, 

, .•♦•»•* ... 

XCIII, 

Remarque 3. Si Fori avoit bg = af , alors le 
dénominateur des équations . » . x » z *+• y\ af 

- a h — f /ç 

& ,•»..♦ y^v+rz — 7 

deviendrait égal à zéro; donc cts termes feraient infinis, 
fie par conféquent la méthode ne ferait rien connoître. 
Mais alors ce cas ferait plus fimple. Pour le prouver je 
remarque que la fuppofition préfente de bg = af donne 
/= — - . Mettant donc pour/ cette valeur dans la pro- 
pofée , elle devient (ax + by^c) dx+-(gx-t-Ç—ï--*-h) 
dy = o. Je lui donne cette autre forme (ax-+*by) dx 
*K(4Xj4-£jr) ^ -H cdx*\-hdy è=o > fie je fuppofe 
(enfuite ax-{~byrzs*z : je yeux : faire difpafoître y fie dy* 

*9 • 

1* 
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T 



•» • j z - a x . dz - adx /• • A . 

j4i donc ^ = — - — : a y = 7 — } fubflituant ces va- 



leurs dans l'équation précédente, il me vient z . ( dx 

gdz gdx 1 . ■ hdz ah dx *. 

7T — V / -*-«'*-*•-* — = ° > ou biett 

J * { z - H- -*- ' — T" } "*- dz x ( 77 "*• T } = ° : 

ou enfin dx^= — ^ — - * équation dans la- 

quelle les indéterminées font féparées ; ce qui prouve * 
comme nous l'avons dit , que ce cas eft plus fimple. 

X C I V. 

S c h o l i e. Nous venons de détailler dans les Chapi- 
tres précédents la méthode de conftruire les équations 
différentielles dont les indéterminées font féparées ; enfuite 
celle de féparer les indéterminées dans les équations lors- 
qu'elles font homogènes ; 6c enfin celle de rendre homo- 
gènes beaucoup d'équations qui ne Je font pas. Paflbns à 
un cas très-général dans lequel les indéterminées fe répa- 
rent tout de fuite par une méthode fort ingénieufç. Ce cas 
eft celui de l'équation A Xy n dy -+- By " + x X d x -+- 
y* X dpc =s Oj n & q étant des nombres quelconques, 
X y X' y X' > des fondions quelconques de*, ScA,B 9 
Ç , des confiantes à volonté , 6c il peut fervir de formule 
pour ces fortes d'équations > qui ne doivent par conséquent 
pas avoir plus de trois termes. 

IL Partie. I 
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la Méthode. 



CHAPITRE VIL 

Sur la conflruction de V équation 
AXy n dy^By n + I X'dx^Cy q X'dx = o, 

xcv. 

Problème. O Eparer les indéterminées dans la formule * 
jfXy'dy + BX'y"* 1 dx + Cy*X' dx = o. 

Solution. i°. Je commence par divifer l'équation 
parj', elle devient 4Xy n ~ q dy + BX'y"* 1 ** dx + 
CX dx r=s o. Cette première opération me donne un 
terme CX 9 dx qui ne contient que dx 6c des fondions 

de x. «-4-I- 

a . Je divife par AX> & j'ai y m ~* dy -*- * x ' y * 



d* 



C X" d x 
AX 



AX 



o » Ce fécond procédé nous donne , comme 
on le voit > un terme tout en y > un tout en x , & un 
autre qui eft mêlé. 

3°. J obferve maintenant que fi je pouvois multiplier leâ 
deux premiers termes de l'équation ainfi réduite par une 
fonction de x , telle que ces deux premiers termes fuflent 
une différentielle exaâe , j'aurois l'intégrale cherchée > le 
troifieme terme smtégrant de lui-même. Soit donc %H 



* Nota. Voyez dans les Mémoires de 
rAcadémie Royale des Sciences , Ann. 
2731. page 103. un Mémoire de M. 
de Maupertuis , où fe trouve la conûru- 



âkm de l'équation dx=ax m y" d;-R 

by" x* dx , par une méthode qui 
diffère un peu de celle que nous dont 
nous icû 
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pofé ï la foncHon de x qui rend ces deux termes une 
différentielle complète, & qui par conféquent n'empêchera 
pas le troifieme d'être intégrable > je multiplie l'équation 
par ï ; & j'ai , laiflant à part le troifieme terme fie n'opé* 

w — d Bïi nm ~* X' du * A 

rant que fut les deux premiers >\y * dy -h — — AX 
«jui eft une différentielle complète. J'ai donjc ( Théor. fon- 
damental ) d c *'*p — d ■ (J ^7j" frg> : <*ft-àWire > 



dx AX * i AX 

Donc / \ = f *'i . Donc enfin en paflant 

J A X * 

des logarithmes aux nombres^ & prettam ç pour le nombre 

dont le logarithme sar/oo kr»r ^ x ' • 

Voilà donc la valeur de ï trouvée* 

4°. Mettant cette valeur ,de ï dans Féquation intégrée 

1> T -fr./ c **, i * -+- ; Q:^o, il nous- vient 2 -— x 

*' A * **•/ AX x * Ax =-4-Qj 

d'où l'on tire y*'** 1 = (»- ? + t) . x (^ Q — 

: a,v//j*' /•> \ ***** V < ■ _■ • , » — ^ an/4» . il 

y = {.-=5+7 . y (+.e-/.?^ x /-f t «. '•-»-) 

x / : »-+-*- '-^ }--*.-*■« ^Deià il forcée ^el îqW 

foit le rapport de A , B > C , « 4 tf i da,ns l'ëquatlort , Je» 
indéterminées feroat toujours féparéos par cette méthode* 



lii 



1 
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XCVL 

Obfemtions Remarque i. Si l'on avoit n-—q-+-i = o, alors 
de précédée *1 7 aoroit des termes infinis; la méthode , par conféquent, 
**' paroîtroit ne rien donner. Mais il faut remarquer qu'alors 

» — * = — i 9 flç qu'ainfi la propofée devient — - 

BX'fx . CX"dx / • • ,. > , 

— j — H — — — — = o , équation qui s intègre tout de 
fuite y fans qu'il foit befoin d'avoir recours à notre mé- 
thode* 

XCVII. 

■ 

Remarque 2, Si Ton avoit X 1 = ** > & X=x nmh *i 
alors la valeur logarithmique dcl, r*"* * # ^* feroit 
^jfi-î-f-i. ^ & en feifant » — *-4-i . -r-^sK, elle 

deviendrait e J "T" = * : à caufe que e eft fuppofé un 

K lx K 

nombre dont le' logarithme = i > e = x *; car foit 
c == 2 ; on aura /* * = Iz ; ou bien Klxle = /z ; 
or /*== t, donc Klx = (z ; donc enfin (Art.xxir. 
Introd. I**. Part.) & * =^i orz=»f *; donc ? **=s 
» . Ponc en mettant pour ; Ù. valeur x dans l'équation 



« - - -— 1+« 



On trouve ' y*~* iy* -4- Kx K ' 1 dx x * — — 



ÇJB"y" — 'd« 



<« 



o ; ce qui nous montre que dans ce cas. 



l'équation eft intégrable beaucoup plus amplement. 
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XCVIII. 

Corollaire i. La formule que nous venons de Quelle eft la 
traiter d'une manière générale eft des plus étendues : elle fsTfo?muie dc 
renferme une infinité de cas. M Ue Agnefi a traité la même P récédcmc - 
formule dans fes Inftitutions Analytiques ; mais cette illu- Tom.i.fage 
ftre Géomètre employé pour la réfoudre une méthode dif- $>i4.' *"* 
férente de la nôtre. Celle dont elle fe fert, 6c qui eft 
de M. Bernoulli; confifte à fuppofer y égale à deux nou- Tomtufagê 
yelles indéterminées ; 6c en faifant les fubftitutions ordi- I7 '" 
naires , on parvient à la féparation des indéterminées par 
le moyen des quantités logarithmiques 6c exponentielles. 
Notre formule comprend auffi toutes celles dont M. Craig 
a donné la féparation dans fon Livre deCalculo Flucntium. L j h *deCai- 
C'eft ce que nous développerons bien-tôt dans le Chapitre j>-4°* &fii. 
fuivant > où nous donnerons les différentielles plus géné- 
rales qui s'intègrent par notre méthode. 

xcix. 

Corollaire. 2. Nous fuppofons dans notre formule 
AyByC des coefficiens quelconques > dont les fignes font 
politifs ou négatifs. Ainfi fi ort avoit ix — ax m y n dy — 
by . x r dx =* o , qui eft l'équation que M. de Mau- 
permis traite dans le. Mémoice que nous avons cité > ce 
cas n'auroit point de difficulté. Car comparant , cette 
équation différentielle avec notre formule , on trouve 
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A =*— a 
B = — * 

q » o 

*' « *> 



Donc fubftituant ces valeurs dans î = e Jn ~ i ' i ~ I ' ax j 



BX'dm 



on a i 



-bx'ix bx t-m ^ 



e J -4»" =r « , ou enfin 



=+"..* ,*-+• 



la f (»-+n« . Sil'onavoit dx — ay n x m dy 

-H £y jc f ^at =s o > où le fécond terme eft feul né- 
gatif, le cas ne feroit pas plus embarraflant : on auroif 



(u + x).t -* — + l 



X 



alors { = *(f-«-hO.-« ; & ainfi des autres* 



5 



CHAPITRE VIIL 

Des différentielles qui peuvent Je ramener par des 
transformations à la formule du Chapitre 

précédent. 

C. 

LOrfque nous avons cherché les cas d'intégration de$ 
équations différentielles > en déterminant - ceux où 
ces équations peuvent être rendues homogènes > les cbndi* 
fions cPintégrabiKté ne tombaient que for les expofanesj 
On en peut aufl* trouver qui tombent for les cocflïciens 
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en examinant lés cas où la réduite fera de la forme fui- 
van te, AXy n dy -+- BX'y n + l dx -4- Cy q X 9 dx = o 
que maintenant nous favons intégrer» Nous allons faire 
cette recherche , en fuppofant même que dans ces équa- 
tions il fe trouve des fondions de x 6c de y • Nous mar- 
cherons des équations les plus fimples aux plus compofées * 
afin d'accoutumer les commençans à généralifer les mé- 
thodes. 

C I. 

Problème 1 . Séparer les indéterminées dans l'équa- Première 

/»i . »J\^ f xdy-ydx ^% , - formule de 

tion (x dx-*-ay f?) •/>={— ~ — }• 1 > dans la- ce s différer 
quelle p & q font des fondions algébriques de x & de y, ueUcs * 
telle que la fomme de leurs exposants eft la même dans 
chaque terme de p , fie eft aufli la même dans chaque 
terme de q > quoique toutefois elle puifle être différente 
dans p & dans q. 

Solution. Je mets d abord l'équation fous la forme 
fuivante x n dx-\- ay n dy~- (xdy — ydx) x -^ = o # 

Je fais xt=*yz> ce qui me donne x n *=s y" z" 



dx = ydz-\rzdy. 
Donc en faifant ces fubftitutions j'ai y n ~*~ l z n dz •+- 
z n + l y n dy •+■ ay" dy — (zydy — y % dz — *ydy) x 
_2- = o. Or q fera (hyp.) =s^ m ç 2 ; & pxx=y*Tz: 
donc — —y az ; donc la propofée eft y nm *~ l z n dz-i~ 

z y dy-**ay dy*+-y *z.dz = Q > ou (z 
tir a) X Jt dy H- y z dz ^ y ^ az . dz = o > 



72 Traite' du Calcul inte'gral. 

c'eft-à-dire > Zy n dy H-jr ""*" ' z n dz «4- y az . dz = o % 

équation qui , comme on le voit , eft dans le cas de notre 

formule générale. 

CIL 



Application 
à quelques e- 
xemples par- 
ticuliers. 

Premier 

exemple. 



2 

fxy* 



Seconde 
formule* 



Suppofons que dans la formule n = 

q = mx x y % -\rnyx % y 
l'équation dont il faut féparer les indéterminées eft (x % dx 

xdy — ydx 



*y % *y) * (f*y % -*-gy* % ) = { 

(mx*y*~t-nyx*)i ou x % dx-*-ay* dy — {xdy 



X X 



} 



X -, 



mx x y x -f-»jrx 



o. Soit X 



-ydx) 
y z . La transformée fera 



y y z 1 dz -+• ^ , y* dy -h ay % dy — (zydy — y* dz 






nj** 






o ; & en réduifant (z' + a). 



a- 



nz 



&* 



\ ydz = o , qui s'inte- 



gre par le Chapitre précédent > çn mettant l'indétermi- 
née z au lieu de x » 

CIIL 

Problème 2. Séparer les indéterminées dans la for- 
mule (x n dx 



— »— I — c 



*y * dy)xp = (xdy-t-cydx) 
x q : p àc q font des fondions algébriques de x & de jy * 
telles que l'excès de l'expofant de Tune de ces deux indé- 
terminées multiplié par c fur l'expofant de l'autre indéter- 
minée foit le même dans chaque terme de p ; & que cette 
même condition fe trouve aufli dans chaque terme de q y 
(ans qu'il foit pour cela nécefTaire que f & q fpient de? 

fondions 
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fonâions homogènes de x fie de y . 

S o l u t i o n. Je mets l'équation fous la forme fuivante. 



-»-*-! 



x n dx±ay c dy( — xdy — cydx) . -£- = o. Je 
remarque maintenant que par les conditions du Problême, 
chaque ferme de p étant, par exemple^' x r > on doit avoir 
sx c — r = M ( une conft^iteO i donc r === s x c — M y 



s sxc 

sxc-m y X 



donc y*x r devient y * x sxc ~ = j t — • De même 

J X k kxc 

chaque terme de q fera de la forme fuivante J ' — # 

Ce calcul me montre que la transformation que je dois 
faire eft ^ **==*; donc x c dy^cy x c ~ l dx — dz 
ou t . ♦ • • • • (xdy -h cydx) x c ~ l — dz 
on a auffi • ,»•••••• '• • • jf = 



2 
c 



— i»— I— C — w— I — « 

^ * 5= a: z € 

, x dz — czx dx 
dysss _ 

X 



• 



Donc eft fubftituant dans la propofée pour y 6c dy leurs 
yalenrs » on aura la transformée 




x* dx 

(_-*AT c-hI dz) — = o : or il eft évident par ce que 
pous venons de dire que !•«*'«} donc on aura 

ip dx^ax z * 4z»-h4fz * «* 

k'+'^^kpio ou (i^^z" 7 ")*" 4 "*^* 
IL Partie, & 
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n-+- ic -f- i — — — . 14.^^.1 . 

■4- <*# « ' «2 — * <*£9Z =» O • 

équation réduite au cas général du Chapitre précédent, 
6c dont par conféquent nous favons féparer les indétermi- 
nées* 

CIV. 

Application Soit dans la formule « # n = — 10 

a un exem- 
ple, c = 3 

p = by*x*+fy>x*' 

q = £y* a:' — hy l0 x^* 

La propofée fera x" 10 dx^r ay % dy — (xdy-^$ydx) x 

gjr** > -**'*« s— o • La transformation qu'il faudra faire 

^x'-h/j'* 15 . 

eft donc yx J = z ; après les différentes fubftitutions > on 

aura la transformée fuivante #- 10 dx -4- — — - — *~ x \* % * 

- x" % dzxi f:*!*-';"'!. } - o . Donc*" 4 ,/* 

(. *z*x -hfz 9 x * J 7 

~H * #~" 5 a; 1 <J* — $az*x~*dx — x 4 d z x x x x 

-f -4r- — rrl = 0. Donc enfin (1 — 3<***)x~* dx 

a. 
-+-ax *z dz — x* *dzx< — ; nf = o%équa«: 

Ll>z*-hfz » J * 

tion réduite à notre cas général. 

C V. 

Troifieme Problème 3. Séparer les indéterminées dans la for-? 

formule qui -/•-«-/ 

comprend les 



deux précé- mule {x dx±ay ' dy) p = {fxdy -hcydx) q% 

Les formules des deux Problêmes précédents ne font quç 
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des cas particuliers de celle-ci ; celle du Problême 2 , 
lorfque /= 1 > & celle du Problême premier , quand f= 1 
& é: = — 1; p 6c q font des fondions de x & y telles que 
celles du Problême précédent , excepté qu'au lieu de mul- 
tiplier par c lexpofant de Tune des deux indéterminées dans 
que terme de p & de q > il le faut multiplier par -^- • Il 
faut de plus que p & q foient telles qu'après y avoir fub- 
ftitué pour y fa valeur en x & en z » ou pour x fa valeur 
en y & en z , on trouve des quantités compofées de deux 
fadeurs , dont l'un contienne x fans z > & l'autre z fans x 
dans le premier cas ; ou dont l'un contienne y fans z f 
& l'autre z fans y dans le fécond. 



Solution. La propofée eft x n à x + ay ' dy 
— (f*dy *+- cydx) — = 0. Pour trouver la transfor- 
mation qui réuffira > je raifonne comme dans le Problême 

précédent , & je vois qu'il faut fuppofer y x f = z : 

cette fuppofîtion me donne x s dy^r yy x f dx = dz 
ou fx dy -+- cydx = — ^ • 

Je fubftitue pour y ai dy leurs valeurs ^ = — , 



dy =s x f dz T z * f àx 



X 



f 



-/*- / 



j'ai donc la transformée fuivante \ 1 ~t- ^4- ' y 

7 — » — ? *"* 1 J ^ «"4-7"*"* 

* y dx + ax f z ' dz — fx f 
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4zyz = o > équation réduite à notre cas général. 

CVL 

Application Suppofons que dans la formule précédente / = — $ 

mule à un e- Yl = 2 

q = axï 
v L'équation à intégrer fera ( x % dx H- ay % dy ) ^ =s 

( — $xdy -+-ydx) ax > ou bien #* ^jc -+• ay % dy — • 
( — $xdy -\~ydx) ~ =o. Donc la fuppofuion qu'il 

faut faire ici eft y x " ' = z . Faifant les fybftitutions con-« 
venables pour y Se dy y nous aurons la transformée fui* 
vante x* dx-+-ax* z*dz-\ z p # dx^r- = o; 

3 f 

ou bien (i H- — z*) x* dx-i-ax' z* dz-h~ — -=0| 
équation réduite au cas général. 

CVII. 

Quatrième Problème 4. Séparer les indéterminées dans la for^ 

formule. 1» n r P * -\ 

mule ax dx-+-by dy-t-(xdy — ydx)x {—H — —\~°' 
Celle-ci eft encore plus générale que les précédentes » 
p & q étant des fondions homogènes de x 6c de y , mais 
de différentes dimenfions , fi Ton veut , dont la différence! 
foit k ; & » , « étant aufli des fondions de x & de y 
homogènes chacunes telles que l'çxcès du nombre des 
dimenfions de * fur celles de « foit — 1. 
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Solution. Soit x=yz, on aura ay m ~* m ' z n dz 
ay n z" + I dy ■+• by" dy -4- {zydy — yydz — 
zydy)x.(y k ±z-\-y H ~'<pz) = o, c'eft-à<dire> 
az n + l y n dy < \-*-ay n "*- 1 z n dz. , 

-t- by n dy}—y H+l dz<9z — y k+x dzAz = o, 

équation qui eft , comme Ton voit, dans notre cas général, 
& de laquelle par conféquent on féparera les indétermi- 
nées fans aucune difficulté. 

C V 1 1 1. 

Suppofons que dans la formule ....» = 7 Application 

** * « x ty + y>x à un CKSOn 

* »'y **-J>* * 

l'équation à intégrer fera ax 7 dx ■+■ iy T iy •+■ ( xdy — ydx) x 
/ 'JJLtlll -f. ï^±4f 1 = . Soit dans C ette équation 

\ xy x i -i-y t j * 

x=syz, & fubftituons pour x Se dx leurs valeurs, nous 



aurons la transformée fuivante ay* z 7 dz-î- az*y 7 dy -t* 
by 7 dy-*-(zydy—y* dz — zydy) x {y* x (z'+i) 
.4- y « x ( *, ) > = o ; qui devient après la réduction 
az'y 7 dy-hay'z 7 dz — ^ 4 .(z*H-i )dz-*rby 7 dy — 
y » . / il±f \ ^ 2 —. o , équation telle que nous la de- 
mandons. 

C I X. 

Problème j. Trouver les cas dans lefquels on par- Formnle 
Vient à féparer les indéterminées dans la formule hx q dx g^Jj^ 
by n dy*{xdy+gydx) x {Z--H-I-} =; o. . 
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Je ne mets point de coefficient à x à y > parce qu'il eft 
toujours aifé*de débarrafler de fon coefficient un des deux 
termes i p > q > * > «> > étant des fondions de x & de y , 
telles que a étant l'çxpofant de x dans un terme quelcon- 
que de p 9 & y lexpofant de y ; a 1 lexpofant de x dans q, 
& r' celui de jy i^a lexpofant de x dans », & j> celui de 
jr ; a^ Pexpofant de x dans « , & / celui de y ; on aie dans 
chaque terme de /> , ■ — •+- r = ytf , dans chaque terme 



g 
de ^ , — -H r 7 == -^ 7 , & de même dans chaque terme 

de*&de«* — - — H- f = fl& — — + *' = B* \ A , 

g g 

A' , B y B / font des confiantes différentes* Il faut de plus 

que dans » & » — •+•}>-+-- j ' = » -4- — . 

Solution. Pour trouver quelle eft la transformation 

qui réuflira le mieux , j'obferve qu'en faifant x=*zy * , 

j'aurai xdy+- gy dx=gy~*~ hl dz ; ce qui me déter- 
mine à faire cette fuppofition. La transformée qu'elle me 

donne eft hy" 1 ' 1 z q dz — — z i+1 y~ *~ l ~ dy-i* 

1 . & * 

by dy -+- gy * dzx(yAz-\-yyz)=zo, Or il 
eft évident que cette équation fe ramènera au cas général 
que nous traitons toutes les fois qu'on aura 

n s=s ? 1 

& * OU / = - I = tf -f- — * 

car alors l'équation précédente devient ( b z ) 

.1-2. 1 -1-2. **-J+i 

^ x * dy **- (hz q + g<*z)y * l dz~\-gy 
^a: = o; qui eft telle qu'on la demande. 
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C X. 

Soit Téquation à intégrer x~ tl dx-¥* by' dy~*-(xdy Application 

~ ■ ± ~t- é -i-i_*"\dela formule 



ax % y s •+- by ' { . à un exemple. 

sy**) x < — rrzr H . 4 +J 



x*y — x 3 y 5 a?*jk 5 

= o; je ferai x = zjy~ s 

ce qui me donne. . . . dx = y s dz — jzy ' dy 

xdy-\- Sydx = Jjr ' <iz. 
Donc en fubftituant pour x & pour d x leurs valeurs 9 
on aura la transformée y**~ 11 dz — ^z** y* dy-*+ 

e= o , laquelle devient en réduifant ( b z ) y* dy 

z •+" (V+^n-)} -y ^ 2 •+" *y dz * 

C l^tl j =s o , équation qui a les conditions cherchées. 

CXI. 

Corollaire. Si dans la formule du Problême pré- 
cédent on avoit A — A f ==B — B'> alors la formule fe 
réduiroit à un cas plus (impie. Car en multipliant p par » 
& * par q> & « & q l'un par l'autre , on verroit que les 
deux fondions — & — fe réduiraient à une feule -7- t 

q v L * 

telle qu'en fuppofant m l'expofant de x y 6l * l'expofant 
de jf dans K, m' l'expofant de x & m' l'expofant de y 
dans L y on aura encore darjs çhapun des terqies dç K 

•+- m == C & dans chaque terme de L , -4- 

m'sssC, C &l C étant des confiantes différentes. Ce 
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fcroit la même chofe fi Ton avoit —■+- — -+- -^7 

q w q' w 

-+• &c. un nombre quelconque de fondions avec la con- 
dition requife par le Corollaire > elles fe réduiraient toutes 
à une feule. 

CXIL 

Problème 6. Trouver les cas d'intégrabilité de l'é- 

y x r dyA _a__-hy' x* dxZ JL 

. . fxdj y" y* 

quation a x ■+- J — - — — ^ 

' y m x f 9 JL-hy q x h r 



dans laquelle on fuppofe » = — /. 
Solution. Soit 



X 



y n y n 



X 

y 



on aura y dx — nxy~ "" dy =z du 

(& comme — f=^nhy^.)y^dx^rfxy^" J dy = du 

ou t dx-t-~^—Z= y~* du • 

En faifant pour # & d # les fubftitutions convenables , 
on aura la transformée Rivante y~* du = 

j ' dyAuxu 4- j J ' duZuxu - fu ^ <Zi# • J *t 

■ i ' » ' » . * . . — '— ■*■ 

ou bien y m ^ fr ^u f <^u . rf« H-^' * r» . du —^ 

» r A».v "^dfy — y*~f s ~l u Zu.du^rfu l Zu.y* m * i ~*' 1 dy 
a=o, équation qui fe ramené à la formule ^y djy -4* 
V'y x * x du -+* V'y*du = o (V>V', V B étant des fon- 
dions de k) toutes les fois qu'on a k—fr*=t — /} — / — I 
&.,.,.♦,,♦♦ * — fh 

ou =j — yï 

c'eft-à-dirc * 
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c'eft-à-dire , toutes les fois qu on aura k = t — / — i 

s = r 



&.•»'•»•»::• * ou 

CXIII. 

Corollaire. Donc on féparera les indéterminées 

dans l'équation d x — —^ = / en faifant 

— = u . Car on aura l'équation fuivante — au . dy -H 
vu .ydu-t-y* vu.du — o qui a les conditions re- 
quifes. 

cxivr 

Soit dans la formule .....;... 4 = j Application 

~ de la formule 

y = a l à on exem* 

I» =s — 2, 

f = — 3 

t ri r j •. **J ay*x* dy •*- by 7 x + dx T 

Ja propofée fera J*-t-— = cy + g y*x* • * c 

fuppofe xy = u , ce qui me donne dx-¥* —^ ==7"" 1 au 
& pour transformée l'équation y~ l du = 

*u*ydy-hby 1 u+du - bu*ydy u: — J ■ * ij 

— i-i ^- — r-^ - — > ou bien cdu-h£y*u* du-~. 

cy -f. gu l y* * ôy 

au' ydy — by % u* du^rbu % ydy = o , d'où Ton tire 



(-+• u $ — au*) ydy •+- (£»'. — but) y* du-*~cdu =0, 
qui eft réduite à l'état demandé* 

IL Partie. L 
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CX V. 

Remarque* On voie par les applications que nous 
venons de faire de la méthode du Chapitre VII. combien 
cette méthode eft générale. Nous rencontrerons encore 
dans la fuite de cet Ouvrage plusieurs équations différen- 
tielles qui s'intègrent par fon moyen. Les Problêmes que 
nous venons de traiter renferment les cas les plus géné- 
raux qui peuvent s'y rapporter. 



CHAPITRE IX. 

Examen général de tous les cas particuliers 
£ intégration des équations à trois termes. 

CXVI. 

Formule J_ Outes les équations différentielles à trois termes 
à trois termes, peuvent être comprifes fous la forme fuivante {A) 

ax m u dx-+~bu x u dx = du , ou en fàifant x n 

' s=», fous cette autre (B) a z m u* dz*\r bu dz = du. 

Si on divife l'équation ( B ) par u f , & que Ton fuppofe 

u~ f ~*~ 1 = y , alors l'équation ( B ) aura cette forme 

(C) ax m dx + by*dx = dy. 

Comparée »°- Comparant cette équation avec la formule des équa- 

^^ 1 yj u tions à trois termes que nous avons déjà examinée 

(Chap.VI. Art. lxxxii.) fie qui eft ay n x m d x -*• b y* m* dx 
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cy* x v ày sss o t on a n = o 

p =r o 
* = o 

r = o • 

La formule (* — fl-f-i) x (/> — "*) = (/> — r-t-i) x 
( * — gr ) , qui exprime la condition que doit avoir Péqua- 
tion précédente pour devenir homogène , eft donc ici 

q = -*— - • Donc toutes les fois qu'on aura dans ( C) 

1 ■» 

m - , en faifant x = «"•"t"' , on aura au m '+ ml du 



m 



— (m-t- 1 ) . n*" 1 " 1 Jjf -+• cy m + l du = o , équation 
homogène , 6c par conféquent intégrable , ou au moins 
çonftru&ible. 

2 . Si ^ = i , la propofée ( C) devient ax m dx-t* 
cydx = dy 9 équation intégrable ( Chap. VII. ) . 

CXVII. 



3°. Si dans l'équation ax m dx-¥* cy 9 x n dx = dy f on 
a q = 2 , cette équation devient ax m dx -h cyyx n dx 
= dy | qui eft la fameufe équation que tous les Géo- 
mètres connoiflent fous le nom de l'équation de Ricati. 
Dans cette équation on n'a pu jufques ici féparer en gé- 
néral les indéterminées ; mais il y a une infinité de valeurs 
de m dans lefquelles on parvient à cette féparation. Voici 
la méthode dont je me fers pour déterminer tous ces 
différents cas. 



> 
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CXVIIL 

Méthode Problème. Trouver les cas d'intégration de l'équa- 

!me u ri s p" Solution. Je fais y ^= A x* + x r t . ( Le coeffi- 
quaaon de cient A , & les expofitnts p & r font des confiantes ar- 
bitraires que nous déterminerons dans la fuite de l'opéra- 
tion y t eft une nouvelle indéterminée ) „ J'aurai donc 
dy = pAx r ~ l dx -H rx r ~ l tdx -+- x r dt , & yy = 
AAx x *-+-zAx r "* mr t-\-x xr tt : mettant pour^,^ 
dy leurs valeurs dans l'équation propofée , elle devient 
ax m dx «4- cAAx z * m *~ fl dx ■+• 2cAtx*~ hr ~ hn dx 



r*rx ^ dx = pAx*~ dx H- rr# "" dx-ï+x dt * 

Suppofons à préfent *<^/f = pA 

ap-k-n = p — i 

c'eft-à-dire ; ... : p = — » — 1> 

r = — 2»-— 2* 
Par le moyen de ces égalités > les 2 > 3 , y , tf e termes 
de la transformée fe détruifent, 6c elle devient ax m dx 
-t- cttx~* n ~*dx » x~ 2n ~ z dt, c'eft-à-dire, divifant 
par* >*# dx^rcttx a# = #r, ou 

(D) ** <fo ■+- r»* dx = dt> en fuppofant ;» -4- 211 -4-2 = K 

&... — n — 2 = £ 

Je reprends à préfent la propofée ax m dx-±*cyyx n dx 
==z dy } laquelle en faifant y = — devient ax m dx 
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, ou ax m zzdx-1- c x dx=* — dz y 



cx n dx dz m 



z z zz 



dans laquelle je fuppofe , comme plus haut , z = B x q 
-4- x* u (By q , a, font de même des confiantes indéter- 
minées , u eft une nouvelle variable ) :' on a donc dz = 
qBx q ~* dx-i- aux** 1 dx H-'# a du > zz = BBx iq -H 
aBx q ' ha u-t-uux xa y & fubftituant ces valeurs, nous 
avons aBBx iq ~*~ m dx-+-2aBx q ~ ha '*" tn udx-\-auux X€lmimm dx 
■+• çx n dx = — qBx q ~ l dx — a**" 1 udx — x* du m , 
fuppofons à préfent aBB =a — Bq, 2q*+-m = q — i , 
— a = 2a5, c'eft-à-dire .... fH-m = — i 

B = w-hI 



- 2m — 2 



par ces fuppôfîtions les I er , 2 , j & 6 e termes de la der- 
nière équation fe détruifent, 6c elle devient auux~* m ~ 4 dx 
«4- cx"dx = — x~ xm ~ % du y ceft-à-dire en divifant par 
x y ex dx -H auux dx = — a» y 

ou enfin (G) ** dx-\-auux dx-=* — du en fuppofant 



& . • » • cT. = — m — • 2 • 

CXJX. 

U eft évident que dans l'équation ax m dx-\- cyyx n dx 
s= dy y on fépareroit tout de fuite les indéterminées , fi 
Ton a voit m — n\ donc dans les formules (D) & (G) y 
on parviendra à cette féparation toutes les fois qu'on aura 

m •+■ 2 » •+• 2 = — » — 2 
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équations d où l'on tire deux valeurs de m, lavoir 

m = — 3 » — 4 
& . ; : . • . m = -, 

5 

lefquelles étant fuppofées, les indéterminées fe réparent: 
Puifque dans la propofée on fépare les indéterminées f 
lorfque m = ~*'" 4 > on les réparera dans les formules 
{G),(D)> lorfque K = li^i , & B = ^H, équa- 
tions defquelles on tire deux autres valeurs de m, favoic 

m = 

- 2 II- 8 

m = — . 

On trouvera , en continuant ainfi , une infinité d'autres 
valeurs de m , comme m = - 



m 
m 



5 

7 

- 9n - ié 

7 

- 7 if- 16 



w = -_ZJ^l &c . 
h 9 

c'eft-à-dire en général ....... m = ~ '?!"""" 4 , 

A repréfente un nombre quelconque entier > pofitif en 
commençant par l'unité. 

cxx. 

Remarque i. II faut ajouter qu'on féparera les in- 
déterminées dans la formule précédente , toutes les fois 
qu'on la pourra rendre homogène par la féconde méthode 

du Chap . VI. 

CXXI. 

Remarque 2. Si dans l'équation ax m dx «+• 
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byyx n dx = dy , on fuppofe n =s o , elle devient 
a x à x H- byy dx=*dy , & la formule trouvée dans le 
Problême pour la valeur de m , fera m « (»*±Oj<— ** Méthode 

* _ jl x A 4- 1 pour trouver 

devient m = - 7 — î dans ce cas voici la méthode qu'il ^h** 011 al : 

i h -+- i * gébnque qui 

faut fuivre pour trouver l'équation algébrique qui répond répond à l'é- 

1 _ 4 * o * * i quation pro- 

\ ut • .- i -n pofce dans la 

à 1 équation — ax **+* dx -4- byydx = dy • rrenons fuppofitiondc 

si ^» f\ 

cette autre équation (//) — ads -+- bttds = dt 3 qui 

donne (*) — Aa= , différentielle dont l'intégrale eft 

(par les méthodes des frayions rationëlles ) en ajoutant une 



confiante C , C — s = r x ( / K a -+- * ^* — 

. _ i)/^ v 

/}/a — t}Sb) , 6c en prenant k pour le nombre dont 

le logarithme eft l'unité , on a ( B ) k ^ * l v7b = V **%\ • 
L'équation (B) eft donc identique avec l'équation («), 
je fais dans Tune & dans l'autre s = — # " * 

& * = -£-*-+-**y, 

les équations qui réfulteront de ces fubftitutions feront 

• j • « dx » dx-+-xbyxdx-hbxxdy 

encore identiques ; on a ds = — a* = - ^— r - 

r? = , — • Subftituant ces valeurs dans 

1»/ , x -dx dx-ï-iby xdx -+- b xxdy 
équation («), ona^- = -, J - 1 — % Lx / 4 > ou 

1 \ i* xx 40- xx - ibx ' j — £* y x x* * 

— abd-x-1-xxdx-t- zbx* ydx-+- b % y % x*dx = xxdx «4- 



zbx'ydx ~¥- bx+ dy , ou en effaçant ce qui fe détruit 

— adx-+-by*x+dx = x+dy , & enfin en divifant par 

# 4 > — ax'* dx-*»byydx = *ty première équation réduite. 

Maintenant l'équation exponentielle (B) devient après 

des rédudions fort fimples (D) k (Cx+l) ' % ^T « 

' *x-bl*l ~+^tt • ^^ ^ e ^ une quantité arbitraire. 



1° 
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\ Je la fuppofe une quantité infinie pofitive > le premier 
membre de l'équation exponentielle fera infini : il faudra 
donc néceflairement que l'autre le foit auffi. Or c'eft ce 
qui arrive , lorfque fon dénominateur eft = o , on aura 
donc — x — bxxy*-V ab = o , ce qui donne y = 
, ou y a — T7 + ^Kt' équation com- 



bxx J bx xx V b 

"4 



I 



prife dans l'intégrale de — ax~* dx + byy dx t= à y • 
2°. Si on fuppofe C une quantité infinie négative , le 
premier membre de. l'équation ( D ) fera = o , donc le 
numérateur du fécond membre fera auffi = o ; c'eft- à-dire 
qu'on aura x -+• b x xy «4- yHb = o : ce qui donne y =* 
— — T/^-i- > & combinant Tune & l'autre valeur 

xx v b 

de y » on z y = — j; ± ■£; \/^Ç P°ur l'intégrale cher- 

chée de l'équation — ax %k ~ l dx -\r byydx = dy dans 
laquelle on fuppofe h =s i . 

On voit par là comment il faudra s'y prendre pour trou- 
ver l'intégrale de cette même équation , en donnant fuç- 
ceflivement à h différentes valeurs. 




CHAPITRE 



» 
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CHAPITRE X. 

Recherche générale de l'intégration des équations 

a quatre termes. 

CXXII. 
rp 

X Outes les équations à quatre termes peuvent fe ré- . Ces équa- 

• rions font tou~ 

duire à l'une de ces deux formes , tes comprifes 

m. . / * n j . /, . , dansdeuxfor- 

x dx -+• by r x dx -+- cy dx •+■ ady = o mules, 

ou x m dx -4- by* dx •+- cy* x r dy -+- ady = o* 

i°. Si Ton cherche , comme on a Fait pour les équations Première 

\ . « \ /• î? / • manière de 

a trois termes > les cas ou ces fortes d équations peuvent chercher les 
erre intégrées > on trouvera dans le premier cas p = -^^ t* s n *<£ ^ 

m formules. 

&*•'•».. S = ^ 

Car foit x m dx -\-by* x n dx -t-fy' dx^rady = o, 6c 

•i En examî- 

faifons x = » " i " + " 1 , en mettant dans la transformée pour dans lequel* 
p & s leurs valeurs > on aura l'équation fuivante ^~ -4- Ly«5T Y £! 



4M 

mogenesé 



by mm ^ mt u m ~*~ l du cy m ~*~ l u m ~*~ l du t 

^_ H _^_ -f- * rfy =2 o , la- 

quelle eft homogène. Donc, &c. 

2. Dans le fécond cas nous avoss déjà vu ( Chap. VIw 
Art» ixxxvi.) que l'équation à quatre termes ax m y n dx -H 
by* x q dx -+■ cx r y* dy -\-fx e y u dy =s= o , qui eft plus 
générale que la précédente , devenok homogène, i°. fi 
Ton avoit (s-r-p-k* i) . (q — m) « (fl— :r«4-i).(» — />): 
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z°- (»— />-H) • (q — m) « (q — e+i) , (» — p) • 
Comparant cette équation avec la propofée , on a n = o 

f = o 

e = o 

« = o 

ce qui nous avertit qu'on doit avoir * ** r = — « & 

p = -2— • c'eft-à-dire p = -^— & j = -^- . Enfuitç 



on fera ^œh 1 "" 4 " 1 , ce qui donne > en fubftituant ces 



différentes valeurs > la transformée 



i» by mm i~ x u m ~*~ l dm 



m -f- i m 



r**"'- 1 ^ 1 " 4 " 1 <ty ~H 4 à y = o, homogène comme dans 
le cas précédent. 

CXXIIL 

Nouvelle Mais il y a d'autres méthodes pour découvrir encore 
chercher les de nouveaux cas d'intégration dans les formules précède n~ 
don des équa- tes : nous allons les examiner > i°. pour la formule x m dx 



tions a quatre . » p n j , „./j . j 

termes. : r*r by r x d x -h cy dx •+- ady = o • 
Appliquée a ^ e ^ vifible que fi dans cette équation on fait y =» 

formule" 11 " £ * ' * > c ^ e ^ e c h an g era en une équation de cinq termes > 

dont on pourra fuppofer que deux fe détruifent dans cer- 
tains cas particuliers , ce qui réduira la transformée à 
trois termes» L'équation de cinq termes eft x m dx-\+ 
bg r u r * x ï dx-\-cg »* x dx -t- agqu* x du 
•+• aghx " l u 1 dx = o y équation dans laquelle on voit 
dabord que ii on fuppofe i°. btfu if x n * th dx -H 
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t as hs j _ _ 

cg u* x a x = o , on aura s = p 

n = o 

& la propofée fera par conféquent * dx •+■ ady = o , 
qui n'a que deux termes. Donc on ne peut faire cette 
première fuppofition. 

2 . On ne peut fuppofer non plus cg* u* x * dx-h 
aghx ~ 1 u q dx = o , comme il eft aifé de le voir ; car 
alors on auroit j = i & h = h — i ; ce qui eft abfurde. 

3°. La feule fuppofition qu'on puifle faire fans que la 
propofée fe réduife à n'avoir que deux termes > eft celle de 
bgt u ït x n ~*~* dx •+* aghx* 1 " 1 u* dx = o , qui nous 
donne p = i 



b 



Donc en faifant y = gu* x * > ou Amplement y =q 
ux * y Péquation x m dx -f- byx~ l dx M- cy s dx -H 



m 



ady = o fe réduit à celle-ci de trois termes x d x -** Equation 

** » ' transformée* 

Cas dans Jef- 

que cette équation eft intégrable ou au moins conftru- Sj^ 1, r *^ ** 



eu' x * d x •+• *£* * du =*= o . Or il eft évident i°, 



v integ--abie ou 

bs * dx eu dx conSruàibict 



ûible , fi m = — : car alors on a — ~ -4- —77- •*- 

*— = o : , & multipliant toute Péquation par* %ona 
dx^cudx^rax * ^ = 0; oucnfin-7^ 

Mi; 
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~ * u ^ j équation dans laquelle les indéterminées font 

- I 



féparées. Donc l'équation x m dx + by x~ l dx -hcy' dx 
dy =3 o eft intégrable* 



m 



et 



a?. Sx on réduit l'équation x m dx -h eu* x * dx 



m 



ax * du = o à la forme x dx-\-ady+by ? dx — o r 
en la mettant fous celle-ci x * dx-\-cu x s * dx 



a du = o y & qu on fkfle * s = z ; ce qur 



donne * = z~ *' "*" k "*"* &c. on aura après les fubftitutions 



ordinaires £-''-*-'-+-* dz-*- qdu-t- ku* dz = o : doù 
1 on conclura que fi s = ^^ > on peut intégrer > puif- 

qu'alors l'équation eft fc m ^z-+-£i/«-t-*0 ,llH " 1 dz = o r 

qui devient homogène en faifant z»^'""*"*. En effet r 



cette transformation nous donne Ay mm * x dy *ï-qy m " hl du 



•4- Bu—*- 1 dy = o. 

Si * = i y alors- l'équation devient qdu-^kudz'-t* 



M-4-' 



z * dz = o , dans laquelle les indéterminées fe fépa- 
rent par la méthode du Chapitre VIL 

De même fi s = a > l'intégration fera poflible toutes 
les fois xjue — ^r = - ~ ^ > » exprimant un nombre- 
entier pofitif x puifqu alors c eft le cas de l'équation dci 
Ric^Ut 



1 



IL Partie. Sect. I. Chap. X. ^3 

CXXIV- 

En appliquant cette méthode à la féconde formule des j^22?S! 
'équations à quatre termes x m dx •+- by f dx -+- cy* x r dy f^ 13 ^ 1 ^ 
^ ady = o mife fous cette autre forme plus commode famuic» 
& auflî générale dx h- by* x r dx + cy 1 x n dy + ady 
= o y on trouve outre les cas dont l'intégration fe pré- 
fente d'elle-même > ou qui fe rapportent à ceux dans les- 
quels p = jj^j & * = jjj^ , on trouve , dis-je , qu'en 
fuppofant »»•»••••»» r = — b 



s = p — 1 » 

» = r-4- 1 



Féquatïon dx*+-by f x r dx — by*~ x * rH ~' dy + ady=so 
fera toujours intégrable en faifant jf = «*. En effet la 
transformée devient alors (1 -+- au) dx -h- axdu — 
b h T " r x r "*" ? "*" l du = o , qui eft iniégrable par la méthode: 
générale du Chapitre VIL 

CX XV. 

Scholie. Après avoir examiné les cas dans lefquels 
on peut intégrer chacune des deux formules des équations 
à< quatre termes > il ne fera pas inutyle de chercher aufli 
les cas d'intégration de l'équation x m dx-h*dy -¥byx n dx 
cyy-dx = o> qui ne diffère de celle de Ricati que par 
le ternie byx n dx. Ceft ce que nou» allons faire dans la 
Chapitre fuivant. 

SE 
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CHAPITRE XL 

Examen des cas d'intégration de l'équation 
x dx-+-adyH-byx n dx-+-cyydx = o. 

CXXVI. 

Problème. X Rouver les cas d'intégrabilité de l'équation 
x m dx-¥* ady H- byx n dx-h cyy dx = o. 



m dx-\~ ady h- byx dx-+- cyy dx 

Transforma- SOLUTION. Soit y = p X* ~¥* fx* Z * ; Ofl VOÎt bien 
don néceffai- 

re dans le cas que p , r y s , t> f étant des indéterminées que nous pre- 
p en * nons à volonté , nous ferons les maîtres de leur donner 

dans la fuite telle valeur que nous voudrons. Après les 
Equation fubftitutions on aura la transformée fuivante {A) x m dx 

transformée. ^ aprx r ' 1 d X -± afîZ* X~ l dx + aftX* Z~ l dz -h 

bpx dx *4- bfx z dx -h cppx a x -+- 
2cpfx rm *~* z* dx + cffx is z 1 dx = o m y pour abréger* 
on laiflera dans la folution fuivante p au lieu de fa valeur 



- i 

>am 



CXXVII. 



Première Soit d'abord afsz*x*' mI dx-+-bfx Im *~ n z'dx=so$ 

fuppofîtion 

pour cette é- °n aura » == — I 

cjuation. __ _£_ 

a 

Soit encore ♦ .m = r. — i 



& • . • • . « . . ^ + <i/;r + i = o 

t ===== i 



• ^^^ _ 

IL Partie, Sect. I. Chap. XL p; 
|a transformée {A) fera ( i *+-apr-hbp) . x r J: T /ix -~ 

bzx * dx^rax * dz-\-bzx * dx^r'cppx xr dx 

b %b 

r- — 



«+• 2pczx *dx + cz % x * dx = o : & en réduifant 
cette équation fuivant les fuppofitions précédentes > elle 



b 

zr r " 



devient (B) cppx dx*+-ax * dz + 2cpx s zdx 

% b 

•+- r # * zzdx = o y d'où Ton tire ce premier Théo- 
rème. 
Théorème i. Si Péquation x m dx + ady + byx~* dx ^tSSi 

11B + 1+ — mes. 

H- cyydxssso eft intégrable, Péquation cppx * dx 



b 



■+. adz ^h 2cpx m l zdx^cx * z % dx^=o eft aufli 
intégrable. 

Démonstration. À caufe de r = m-f-i 

/& t = i 



* 



la fuppofition de y =px r -t-fx' z devient ici y 



b 



px H-# * * ; ce qui donne la transformée fui vante 



b 

m - -- 1 



(bp ~+.amp-i~ ap-h i) . * d# — bzx * dx 

b b 



ax * dz -+- bzx * dx -+• cppx % dx -H 



» % b 

in -4-1 - — 



zcpzx * dx + czzx * dx = o ; mais à caufe 

de r = m h- i > la fuppofition précédente de bp *+. apr 



+ i =»o, fe change en bp *\*amp*+*ap*\-\ = o; 

b 

multipliant de plus toute l'équation par x * > & effaçant 
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ce qui fe détruit, on a cppx * dx + adz -£ 



acpzx dx + czzx * dx = o . Donc, &c. Ceft 
ce qu'on trouverpit de même en mettant dans Péquation 
( B ) pour r fa valeur m -t~ j . 
En fuppofant toujours » . . s . $ = h — 



a 

n = — i 



r = i 
Soit encore • •♦♦.♦.. # r = — i 

cp*+-b — a = o 

la transformée générale (/4) devient l'équation fuivanttf 

x m dx •+- cppx~ % dx -+• bpx~ % dx — apx~ % dx — 
* * * 









£z# * dx -h ax dz h- kx * //#-+« 



'-I " 



2r/?x * z^ + a * zz^ soi o , qui devient à 
caufe de l'hypothefe de cp-\-b — a == o , & en effaçant 

ce qui fe détruit, x dx^ax ' dz-hicpx * zdx 



s» 



*hcx ' z* dx**=o, d'où Ton tire ce fécond Théorème. 
Théorème a. Sx l'équation x m dx-+~ ady -\-bx~ l y dx 

-+- 99"** =a o eft intégrable , l'équation x m dx ■+■ ax~ ~* dz 

-±~i -1* 

«+• zcpx ' zdx + cx * z* d x = o l'eft aufli. 

£nfin en lajflânt toujours la fuppofition de s = ~ 

n = — i 

t sas I 

fàifant 
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faifant de plus . .. .. • . . r = — 



1 



/,= V — — > 

on trouvera de là même façon que ci-defTus le Théo- 
rème fuivant. 

Théorème 3. Si l'équation x m dx^ady^byx" 1 dx 
■4- cyydx = o eft intégrable , l'équation (apr-ï-bp) . 

x * dx^r ax * dz-t- zcpzx x * dx -+- czzx * dx 



3= o , qui eft fa transformée en fuppofant y =px x 

x "" T * , Teft auffi. 

CXXVIÏI. 

Scholie i. Les trois Théorèmes précédents nous 
donnent trois équations dont l'intégration dépend de celle 
de x m dx •+• a dy ■+- by x" d x -+■ cyy dx = o ; mais 
nous prouverons dans le Théorème 7 fuivant que cette 
équation y lorfque b = 2 a > eft intégrable dans les mêmes 
cas que celle de Ricati. Donc les trois équations 
cppx * dx*\* adz-\-2cpzx dx*\-cx z dx 

^*o, # dx-\rax dz^r 2cpzx * dx^rcz x dx 



— x -X 



o y & (apr •+• 2*/0 • * m dx -\r ax dz -h 



acpzx*- dx-\-*cz z x~ 4 dx*=x>, font auffi intégrables 
dans les mêmes cas que l'équation de Ricati» 

C X X IX. Seconde ftp- 

pofition qui 

Soit maintenant afsx" l z dx + 2cpfx "*" z ' dx » o , ^Théô"* 
II. Partie, N mcî ' 



p8 Traite 9 du Calcul inte'gral. 
ce qui donne r = — i 



a 



Soit auffî .;..».••» c p =z a , 

ce qui donne ; j = — 2 

& (bit encore » * » . » » » » » = m -h 1 ; 

1 

on trouvera le Théorème fuivant. 

Théorème 4. En générai toutes les équation» 
x m dx -+- ady •+• byx mm *~ l dx — a^y 1 d# = o font 
intégrables. 

Démonstration. La fubftitution qu'il faut faire dans 
le cas préfent eft celle-ci , y=px~ -+- #~ x z ; mettant 
les valeurs qu elle fournit pour y & dy dans l'équation 
précédente > elle devient x dx — apx~ x dx — 2cpzx~* dx 
-4- ax~ % dz-i-bpx m dx -)-bzx dx — *bp x x~ % dx 

— 2abpzx~ 3 dx — abx~ A z x dx = o, Subftituant dans 

cette équation pour p fa valeur ^- , fuivant l'hypo- 

thefe de cp = a y & effaçant ce qui fe détruit y on aura 
pour transformée l'équation fuivante , adz-t- bzx m ~*~ l dx 

— abz % x~ x dx = o> qui s'intègre par la méthode gêné* 
sale du Chapitre VIL 

Suppolant encore . • ♦ ^ • • .. r =»= — 1 

ep = a 

n => m-\r \ 

ê 

I & t = I y 



IL Partie. Sect. I. Chap. XL pp 
on découvre la propofition fuivante. 

Théorème j. Si l'équation x m dx -+- ady •+- 
by x m "*" l dx •+- ryjj dx =* o eft intégrable , la fui van te , 
(bp+i) . x m dx+ax~ % dz-+*bx m ~ l z dx -h* cx~ * z % dx 
«= o> qui eft fa transformée > en fuppofant y=px~ -^ 
flf'^i Fcft auflL Or nous venons* de voir ( Théorème 4. ) 
qu'on féparoit les indéterminées dans l'équation x m dx^ 
ady-\~byx m ~*' 1 dx-*-cyydx= o > lorfque c = — ab ; donc 
on les féparera de même dans l'équation (bp-\-\) . x m dx 



ax 



dz^^bx "" *^ + fzzjp </# ; ce qui eft 
évident, puifque la fuppofition de r = — *£, donne 
a bp •+• a = o y & par conféquent bp-*-i = o . Donc 
on aura *# </s H- £# z<f* -4- rxz* dx = o , 
équation intégrable par la méthode da Chapitre VIL 
Suppofant toujours • • « • . . r = — 1 

%cf 

fàc t = 1 

& faifant ♦ •••#.♦.. m = — 2 

r />/* — ap^rl sas O 

0n trouvera le Théorème fuivant. 

Théorème 5. Si l'équation x~ z dx+ady + byx* dx 
.+. c^jj dx =z o eft intégrable ; l'équation bpx n ~ l dx-& 

*# * i* -h £* * £<J# -t- ex * zzdx == o l'eft 
auffi. On démontrera cette propofition à peu près de la : : 
même façon que les précédentes. 



• j 



Ni; 
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cxxx. 

Troîfîeme Soit enfin cette autre fuppofition* bfx- z dx*t* 



fappo£tion« 



zcpfx rm *~* z' dx = o, on en tire » . r 
Soit aufli • •.».:»;»••* 



n 

h 



t = I 
&..♦...*♦ */>/> •+£/> — */> = o, 
ce qui donne . « . «• ... • 9 b =: 2 a , 
on trouvera la proportion fuivante. 
Fournittroîs Théorème 7, x m dx-)rady-)rbax mm ydx-\* 
Théorèmes, cyydx — o eft intégrable dans les mêmes cas que Ter 

quation de Ricati. 

Démonstration. Mettant dans la transformée générale 
(A) pour r > pour n & pour s leurs valeurs > & fuivant la 
condition de cpp -\-bp — ap = o ; elle devient x m dx 
azdx-\-bzdx-\-axdz~\-2.cpzdx-\-cz % x % dx=zOè 



Mais à caufe de p = f cette équation fe change en 



1C 

m 



la fuivante * dx -h azdx-t-axdz-\- cz* x % dx = oj 
& enfin en faifant xz = u> on a x m dx-\-adu-\+ 
cuudx = o qui eft l'équation même de Ricati. 
En fuppofant toujours . . . « • . r = & 

. i ! f "" 77 * 

."".& fuppofant de plus. . . . . . n — 1 = m 



apr-i- 1 = o f 

on tire des fuppofitions précédentes .. » * = — 
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i - 1 

Donc r = — — — — • Ces conditions nous donnent le 

z 

Théorème fuivant. 

w i j » m l a i 



The'oreme 8. L'équation x ife .4- <ziy-f.£yx <fc 
•4* f * m + a , | . yydx = o s'intègre dans les mêmes 
cas que ceux dans lefquels on peut intégrer l'équation 
de Ricati. 

De'monst. Subftituant dans la transformée générale 
(A) pour r, s > n leurs valeurs, & effaçant ce qui fe dé- 
truit, elle fe change dans l'équation fuivante, azdx 



axdz x dx -+-fz a ** dx = o; & en faifant 

xz=su y - — = B • on aura B# 2 * dx *+*adu-+* 
eu * dx = o , qui eft l'équation de Ricati. 

T H e'o reme .p. Si on ne fuppofe pas apr-{~ i =r o , 
on trouvera qu'en général fi x m dx •+* ady -¥• èyx m ~*~ 1 dx 



cyy d x =a o eft intégrable > alors ( r />/> -4- b p ) . 
# xm *Jx-f«(0^r-f«i)» x m dx^adu^cu % dx=so 



Teft aufli. C eft ce qui eft évident par l'infpeûion feule de 

la transfermée générale {A) y en y mettant feulement pour 

• . * 

r y s y & n leurs valeurs, & en y faifant xz==u. 

CXXXL 



SCHOLIE 2. En fuppofant * dx + ady =sfdz> Autre trarrs- 

*"*"*"■ x formation 

ce qui donne . • . . ■ H- *y p= /z «font on peut 



m "*" J encore fe fer- 

* y = /« - 



«r-f-i yiu 



m-*-i 



> 



io2 Traite' du Calcul inte'grax 
l'équation * m dx + ady + by X n dx + cyydx 
Equation devient (X) fdz -*- bfzx" dx _ ii* + ' 

transformée. •* 




aa 



CXXXII. 

ÎS% Support i«. dans la transformée ( X) - *' m + *+ m f 

cette é^ua» cx %m ~*~ % dx «. (w»-+-i) 

** "*- M . (.+ ,). — o, ou bien***"- 1 " *,*,«, ( m+l) . 

«"* ax « on en tire ^ t . \ t 

m as I 
» =5 2J 

ce qui donne le Théorème fuivant 
u^fif The'oreme ,o. «-rf*-*-^ -t- byx«+>dx -H 

(»+i).^'^-o dt intégrable. Car par les fup- 
pofioons précédentes la transformée générale (X) devient 

= o , équation dans laquelle les indéterminées fe répa- 
rent par la méthode du Chapitre VII. 

CXXXIII. 

Secondefup- *°- Sqppofant tlîJLll _ ,"/*«~+" '» ___ 

pofîtion q îii * *a.(m+>) — °» on en 

donne aufli tire » = m-h I ; r == / ""*"' 1 „L „,» „ • j 

•m Théorê- , ». . A ' i * j- • "*> ce qui nous dorme 

me. le Ineoreme fuivant. 

The'oreme ii. x m dx^àdy^byx m ^-* dx -f» 



IL Partie* Sect. I. Chàp. XL ioj 
«£î±-i^ . aby % dx =s o cft intégrable dans les mêmes 
cas que # im "*"* dx*+*adz*+-cz*dx=i o> comme oni 
la trouvé déjà ci-deflus dans le Théorème 8. Ceft et 
qui eft évident en obfervant dans la transformée ( X) les 
conditions que donne la fuppofition précédente» 

CXXXIV* 

Scholie j. Si l'on fait dans l'équation x m dx H* Dernier cas 
ady -H byx n dx Hh cyy dx = o > . . . . . • n = o dehS^muL 

s àc t — i , 
'la transformée générale (A) devient (F) x m dx-±> 
aprx r ~ l dx*\-afzdx~\-afxdz-*~bpx T dx*+»bfxzdx 

cppx ir dx*+* 2cpfx r l zdx -+- cffx* z % dx = o *> 

G X X X V. 

Soit maintenant dans cette dernière équation bfxzdx 
2cpfx r ' hl zdx =3 o, on en tire - . r = o. 

Soit aufli ; : • /*= i; • 

En effaçant ce qui eft multiplié par zéro 6c ce qui fe 
détruit dans l'équation (F), on a x m dx^r azdx 



b 






axdz dx-i-cx* z % dx = o ; & enfin en faifant 

xzssz-u y on n x dx^ ad» d x *+* c u % d x = o ;; 



ce qui nous donne le Théorème fuivant. 

The'oreme 12, Si x m dx -H ady-*-bydx**-cyydx 
tsz o eft intégrablc , (]?) x m dx — — dx r±* adu -+• 
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eu* dx = o i'eft auflî. Donc réciproquement la première 
pourra être intégrée dans tous les cas où Ton intégrera 
cette dernière. 

On trouve , par exemple, que fi m = 2 6c 



l6CMM 

— 1 , cette dernière équation (B) eft intégrable. Car foit 

^m Mm Mm ^0 

dans cette équation , u = — H , on aura la trans- 

r> 1 r • + 1 bb * 1 bbdx czzdx 

formée luivante x % dx — dx ■+- dz 



bbzxdx . b+x* dx \Z . . + c j " 

o • Or cette équation dans 1 bypo- 



xaa 1$ aac 

thefe de -- — = — 1 fe réduit à la fui vante 2aadz 

16 caa 

bbzxdx-¥-2cz*dx = o, dans laquelle on fépare les in- 
déterminées. Donc (B) eft intégrable dans le cas préfent- 
D où il faut conclure que x* dx-ï-ady-\~bydx J 

=p l'eft auffi, 

CXXXVL 



16 aa 



Recherche Remarque. Outre l'équation x dx+ ady + by x n dx 
d raUUté in de "+" c ^y dx = o > nous pouvons aufli chercher les cas 
deux nouvel- d'intégrabilité des deux équations 

les équations m n 

à quatre ter- x d x -\- b x d x -\- a dy *+- cyy d x = o 

mes. m n 

& . . * dx-i-ady^bx dy -\-cyydx =3 o, 

qui ne différent non plus de l'équation de Ricati que pat 

un feul terme. 

CXXXVII. 



Examende Soit donc i°* x dx H- b x" d x .+- a dy .+- cyy dx «o, 
a première. j^q Uat j 0n ^ intégrer : faifons y = px r -\-fx f z* , nous 

aurons dy = rpx r ~ dx-\~ftx* z ~ l dz-+*fsz* x*~ x dx 9 
& pour transformée l'équation fujvante , (Z?) x m dx -H 

bx dx 



i 
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bx dx-\-apr x rwml dx-\-af$ x "" z dx-t-aftz " I x s dz 

rhcppx dx-)-2cpfx z dx^rcfjx z dx = o. 

Soïtafsx s ~ l z dx^2cfpx r s z ^==o, on en 

tire • • • •.••'• • • • • • r ssa — l 

_, %c f 

Soit • • ••'«•¥'"•• è ♦ • '• *. ♦ ^£" :iea; - J 

on trouvera ; • . • • • • . / = i • 

The'oreme 13. Si l'équation x m dx^rbx n dx ^ 
ad y -f- cyydx = o eft intégrable » la fui vante x m dx 
•+• bx n 4x ~h- a x" 1 Jz>+* cx~* z 1 dx = o Teft aofli ? 

puifque c'eft fa transformée en fiûfant jj =s — — -** x~ % z. 

The'oreme i±. Soit encore « . r = — r. 

2 c P 

& de plus foit • *»»•»»•*? = — 2 

& —ap + cpp .+,1=0; 

on pourra intégrer l'équation x~ % dx*\-bx n dx*\* ady 
<4* cyydx = o dans le cas où Ton peut intégrer la fuivante 
bx" dx -±- afx*dz*+-cffx z 'z % dx =£' 6 y ce qui eft 
évident, puifque c'eft fa transformée eh faifant y^px** 
'*h x~ l z y & effaçant ce qui fe détruit par la fuppofîtiont 
de cpp — ^+i±iO. 

T H e 7 6 r Ë M E 1 5 . Soit maintenant* x^dx^r *pr* r ^ * à j? 
:=* o f ôh eti tire *♦...♦•♦ r = ^h- 1 

• •«•.-»• apr *=* —*- i-i 
•Soit de plus «»*•*« cpp^rb = o 
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/= * 

t = I 

S =5 I . 

La transformée générale (D) devient ici,x m d* 
bx xm ~*~ % dx •+• (m*+-i) • apx m dx**-azdx*+-axdz -1+ 
cppx dx »t+ acpx . z4x -t* cz x dx *= o % 

qui fe réduit par les fuppofitions précédentes à azdx -H 
axdz^r 2cpx \zdx +\«cz % x % dx =? o; qui eft in* 
tégrable par la méthode du Chapitre VII. ; ce qui eft 
évident en mettant l'équation fous cette forme axdz-fr 
{a -+- 2cpx mm *~ x ) zdx**-cz % x % dx = o. D'où il fuit 
que l'équation x m dx-t-bx %tttmjm% dx-hady — (m-h i)* 
aaby* dx = o eft intégrable* 

CXXXVIII. 

» • * ■ v t 

Examen de 2°. Examinons maintenant la formule x m dx~hbx" dy 

la fécondée- , t , r t * . r s t 

guaclon. ady^r cyydx = o : talions y =^ x ■+•/* z ; on aura 



pour transformée l'équation fuivante (Y) x m d x -f- 
*/>r* dx-\-bfsx z dx + bftx z x dz 

H- aprx r ~ l dx-hafsx*" 1 z* dx -f» aftz'~ l x'.dz-fr 
f/ 7 /** dx + 2cpfx z dx^cffx z dx = o. 
Suppofons maintenant afs x*~ l z $ dx H- 2cpfx t+ * z dx. 



«o, on aura i .> , ♦ „ f • • r^=-i 



# m^^mm ^^^^ ^^^^£ 



Soit * i « i | • « i ^ • n r^ » a 

= tn + z 

^—1 = 0, 
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on en conclura * 

Théorème 16. que x m dx-\- bx m ** x dy -\~ady ■+; 
a by * d x = eft intégrable. 

D e m o n s t. Car par les conditions précédentes la 
transformée générale (Y) devient ici x m dx — bpx m dx 
— 2bzx m ~ d x -\-bx m dz — apx~ dx — 2ax~* zdx 
•4- ax~* dz*+- abppx~ x dx-h 2abpx~ s zdx+* abx~* 
z* dx = o ; laquelle , après les réduâions que donne la 
fuppofition de bp — 1 = o y devient étant multipliée pat 
Pcx, (a-t-bx m % ) .dz — ibzx m l dx H- cz % x* dx 
=3 o 9 qui , comme on le voit , eft dans le cas de notre 
méthode générale du Chapitre VIL 

Soit enfuite bfsx l,4 " / " * z'dx-i- 2 cpfx r+s z t dx = Oj 
on en tire •....♦•..r = H — t 

x cp 

Soit à préfent • . . • cp-*-br = o 

/& t =* 1 

fn = n — ± 



ap r H- 1 = o * on aura s =* 2 < 
Ces fuppofîtions nous donnent le Théorème fuivant. 

The'oreme 17. x m dx -+• bx m ~*~ x dy -+• ady -H 
(m-*~ i) % . aby % dx =3 o eft intégrable. Car fubftituant 
dans la transformée générale ( Y) pour r > #» * > /* * * 
leurs valeurs , faifant les réductions qu'amènent les fuppo- 
(irions de cp-\-bm-\-b = 0, & de apm^ap^i = Oj 
pn aura l'équation fuivante (ax* -H £# mH " 4 ) . </z 
i^z^+(w+i) , ,flk'« 4 ^=ao. Donc, &c. 

O ij 
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CXXXIX. 

Remarque. Il eft bon dobferver ici qu'une équa- 
tion x m dx*\*by n x 1 dx -4- cx'y r dy-t- ady = o, ou 
x dx-*r ady^rby x* dx -¥• cy d x = o , ne peut 
être changée par transformation en une autre de la même 
forme > ôc dont les coefficiens foient tous trois donnés. Il 
ne peut y avoir que deux de ces coefficiens de donnés» 
La raifon en eft qu'en feifant x =fu > y =gz > on for- 
mera trois équations différentes y quoiqu'on n'ait que deux 
inconnues /, g • 



CHAPITRE XI L 

Méthode pour conflruire les équations différentielles. 

à deux variables , dans lef quelles l'une des 

deux indéterminées manquent. 

C X L. 

lamTitodcf 6 JL ^ ute équation différentielle à deux variables > £ 

quelque degré que les dx & les iy y foient élevées, fe 

çonftruit toujours lorfque lune des deux indéterminées 

finies y manque. La méthode qu'il faut fuivre dans ce cas , 

Quelle eft confifte à faire d x = — , fi c'eft x qui manque % ou 

la fubflitution zdx n .* ,« 

qu'elle em- dy = — r fi c'eft y qui manque. ( z eft une nouvelle in* 

déterminée , & a une confiante quelconque* ) Car pag 



IL Partie, Sect. I. C ha p. XII. iop 
cette fubftitution > en mettant , par exemple , ^ au lieu 
de dx dans la propofée> il elt évident qu'on aura une 
transformée toute divifible par une puiflance de dy qui fe 
trouvera la même par- tout , & par conféquent que la 
transformée fera toute compofée de quantités finies. On 
aura aufli la valeur de z en y & en confiantes > & la raifon 
ày à z , fera exprimée par une équation ou par une courbe 
algébrique. Mettant donc dans l'équation dx = ^—^- pour 
dy fa valeur trouvée par le procédé précédent > les indér 
terminées feront féparées. 

Pour faire mieux fentir l'efprit de cette méthode • appli- . Application 

r ' rr de la méthode 

quons-la à quelques exemples* * queiquet 

l * * * * exemples. 

CXLI. 

Soit Téquatîon ydy 3 dx = adx*-¥-2adx*dy* •+- Premier 
ady* y dans laquelle il ne fe trouve aucune dimenfion exemp c# 
finie de x . Suivant ce que nous venons de dire > je fais 
4x = — ; dx* = îî-?- ; dx* — — ~ • Mettant ces 
valeurs de dx , dx* , dx* dans la propofée , j'ai la trans- 
formée fuivante. ** y = - — p~ ■+■ y - ~{-ady* 9 ceft- 
à-dire , en divifant par dy* qui elt commun à tous les 
termes — = ^- -t- — -4- a ; de cette équation je tire 
jtifément la valeur de y = - — h22 + — ; & celle de 

-, tz l dz . « aadz j zdy , xz l dz 

dy = - -4- 2 dz : donc — - = dx == - — p- 

•s aa zz a a * 

. J'intègre cette équation» Son intégrale 



a z 
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On a donc la valeur des deux coordonnées x èc y dà 

la propofée par le moyen de deux courbes qui ont unq 

indéterminée commune z. 

Figure ?• Ayant donc pris les abfciffes z fur Taxe A B > je décris 

la courbe D EC de l'équation y = - — h22+"i fie 

la courbe NL M de l'équation x — — n — — + ^/« + 

* 44* a 

C= o . BC =y 

BM = x 

« 

feront les coordonnées de la courbe différentielle propofée. 

Pour la conftruire je mené KO parallèle à BM, je 

prolonge MO en Q , enforte qu'on ait toujours Q 

BC, & QPR fera la courbe cherchée. 

CXLIL 



Second Soit encore l'équation y' dx*-t-aaydydx + = * ' dy*+ 
exempt j e £ a j s j Xsss î_2 f & après les mêmes fubftitutions que 

dans l'exemple précédent , il me vient ici 7 z 5 y H* 



A 4 



Figure 6. Pour avoir la courbe de l'équation différentielle propo- 
fée , fur l'axe D H, je confirais la courbe £ F de l'équa* 
tion z'y*-)ra* z+y = a*i CD étant =y> & CF=z. 
Sur FC prolongée je prends CA égal à l'efpace DCFE 
divifé par a : on aura donc CA =/— =*x> & le point 
A appartient à la courbe cherchée. 

CXLIII. 

Se ho lie. Cette méthode eft, comme on le voit 4 



IL Partie. Sec t. I. Chap. XIII. m 
âflez étendue, d'autant plus quelle s'applique, comme 
jious le dirons dans la fuite , aux différentielles d'un ordre 
plus élevé que le premier degré. M* d'Alembert en donne 
une encore plus générale dans un Mémoire imprimé parmi 
ceux de l'Académie de Berlin, année 1748. Sa méthode 
a deux avantages. i°. Elle ne fuppofe pas qu'une des deux 
indéterminées manque dans l'équation. 2 . Elle mené tout 
de fuite à l'intégration. Nous allons l'expliquer dans le 
Chapitre fuivant. 






CHAPITRE XIIL 

Méthode pour intégrer plujieurs équations différen- 
tielles dans lef quelles d x & d y font élevées 

à différentes puiffances. 

CXLIV. 

Demande. ±^\ Ous fuppoferons toujours dans ce Chapitré 
t = -j- y & il ne faut pas oublier que -£- eft une quantité 
finie y comme nous l'avons dit Article xxxiv. 

CXLV. 
Avertissement. La fuppofiûon qu'on fait ici de 

r ix 1 1 dyddx - dxddy r , 

-»zj donne * z = ■ j-i ; par confequent , 

comme dans les deux méthodes pour lefquelles la préfente 
luppofition a lieu > dz fe rencontre aflez fouvent , U 
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fembleroit que ces méthodes appartiennent aux différent 
. tieiies du fécond ordre. Cependant nous avons cru devoit 
les traiter ici > parce que dz y eft fous une forme dq 
différentielle du premier degré. 

CXLVI. 

Conditions Problème i. Trouver l'intégrale, d'une équation diffé-i 

qu'exige cet- m # 

ce méthode, rentielle qui renferme telles fondions qu'on voudra de dx 

& de dy , & dans laquelle x & y fe trouvent , pourvu 
qu'ils ne foient ni multipliés ni divifés l'un par l'autre > ni 
élevés à aucune puiflance plus grande que l'unité. 
Formule Solution. Ces fortes d'équations peuvent fe repré^ 

des équations 

auxquelles on lenter par la formule x =zyyz-i-Az (9£ & az mar- 



quer, quant des fondions quelconques de z 9 c'eft-à-dire de y-j • 

Procédé de J e commence par diflférentier cette formule > j'ai à x =a 

ap P iiîÊe° d à dy<tz-*-yd (^) + J(az).; ou mettant pour </# fa va- 

cette formu- leur 2 ^ Qn a z jy -* dyiZ +yd {<çZ) + d(AZ)i 

ou rfj/(u — z) -\-yd (92) •+• i( az) = o. Donc dy 
^ y (9g) ■+- — ( — o _a ^ équation qui eft dans le cas 

de la méthode de M. Bernoulli que nous avons expliqué^ 
dans le Chapitre VIL > & de laquelle on tire aifémenc 
la valeur de y en z ; car en prenant c pour le nombre 

dont le logarithme eft l'unité ,onayf ?*~* .4- fîi^l 

xr *""* = ^ . (/tf eft une confiante quelconque 
ajoutée pour rendre l'intégrale complète, ) Par conféquent 
on trouvera auffi la valeur de x , puifque dx*= zdy $ 
& x=fzdy, CXLVII, 
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CXLVII. 

i 

Corollaire. Si x=sy<tz 9 c'eft le cas des équations Lecasdes 

. . . t équations ho- 

homogenes que nous avons appris à intégrer dans le Cna- moines fe 

T r ti /l j • • • j r réfout par cet- 

pitre V. Il eft cependant pris ici dans un autre fens que te méthode, 

jcelui des équations homogènes de M. Bernoulli. Car ici 

on a -£- =ss çz w <p j^ $ au lieu que dans le cas de M. 

Bernoulli on a — =ss <p — . Quoique ces deux cas ren- 
trent l'un dans l'autre , cependant il ferait quelquefois fort 
difficile de ramener le premier au fécond; c'eft-à-dire» 
jde tirer de -^ =5 9 -£• > l'équation -— =*= 9 — • Ceft pour- 
quoi il étoit fort utile d'avoir une méthode particulière 
pour chacun de ces deux cas. Celle que nous expliquons 
ici apprend en général à intégrer toute équation x=y<*z, 
-* z étant une fonâion quelconque de z > même avec des 

(ignés fi 

CXLVIIL 

Néanmoins cette méthode fuppofe qu'on ait la valeur Antre ma- 

r, * , r j niereplusgé- 

de — en z ; mais on peut par un autre moyen refoudre némie de ré- 

.. * « * â'\ 1 ir' e • foudre le cas 

encore plus généralement le cas préfent. boxt > comme det équado» 
dans tout ce Chapitre ,« — £, fit* -y *,<*&* étant honK >8 ene, < 
deux nouvelles changeantes ) Ja propofée devient une équa- 1 

tion algébrique quelconque entre z fie k\> Je. conftruis la 
courbe qui eft le lieu de cçttç, équatjk>r\, £f j>i pour cha- 
que z la correfpondante k , & vice verfd. Or de ce que 
X =*jf k , Se dx = zdy y il s'enfuit qu'on aura zdy = 
x ydk-\-kdy % 6c -^'ssp^j; donc nous parviendrons à 
IL Partie. * £ 
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trouver la valeur de y en conftruifant 6c en quarrant la 
courbe donc les abfcifles font k > & donc les ordonnées 
font ~. 

CXLIX, 

Auffi bien Corollaire 2. L'équation gx dx-+* hydx -*-fdx 

tton du cïap. = axdy*+*byd t y-¥*cdy > pour laquelle nous avons 

Chap. VI. donné une méthode particulière > eft aufli un cas particu- 

xc# lier du Problême précédent. En effet 9 cette équation eft 

la même que la fuivante d x = / J^rsy^r?} dy y ou 

4l « **-* ,*"*"* « Donc ona2 = ** . •/ ' "t'v : wi'zgx 
H- sAy-4- */=* ax^rby -W ; donc zgx — ax 
— zhy—fz-*-by+c; donc x = y {_^±£} 
^— ; donc enfin * = v<?zH-az qui eft la formule du 

Zg-A Si 

Problême, Donc la propofée s'intégrera par la même naé- 
thode que cette formule* 

Application Problème 2. Trouver les cas dmtégrabHité de Vfy 

àunefecoade * «''mur / 4 s *\ j 111* <f* 

formule, quanon x y z s<p(x*y z ) dans laquelle z =^= -^ , 

m y n> r> q> s y t marquent des nombres quelconques*, 
Solution* Je fais x q y'z* ===*>. 

~<Ionc « * ♦ '• w » * . # = **jr * £ * '"' 

x m = u * y } z< * i 

mais nous avon* * y> s «*?*, .donc y * ^-^ri 
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m ms " mt 

n ^r yu "~ 

m m§ mt 



donc y n z r = ** ■ ■ ■ s== f 9 # ) • « q y q z q % 

J m m» mt \ ' / • * 



11 9 y q z q 



m ms tm—rq aç—m* 



Donc y* = (<p«) . « *^ ! * * 9 on y « = 

^ „2L tm^rq q 

(«p»)« s z « . Donc enfin y =* ( <m )■«-»' x 



•- iw îwî — rj 1 ^ t 



« ,, «~ ra< *° S - B ' . Donc * = u ' *• « y », ( & en 



f — * 



mettant pour .y * fa valeur, ) a ( 9 «)**~ mj x «*^- m, 



r* — n* 



*■«-"*. Mais (Problême i.) <** = 2 iy. Donc fi on „ ,,. ^ 

• • Cas d in té* 

lubftitue les valeurs de t/x ôc de dy dans cette der- g«tioa de 
ûiere équation , on trouvera les conditions d'intégrabilité le* 
de la manière fuivante. 

CLL 

Suppofant (<p«)" ? ~ m * . « ■«-»* = sf, & (•«)■«-■* . Manière fc 
„ rr 7 \t / lestrouw. 



j»"«- mi ■= V pour abréger le calcul Nous aurons 



r* — nt 



rni— ry 

Donc à caufe de l'équation dx = zdy , on a 
y z n *- m, S = z<*l ^'z"^ 7 / , c'eft-à-dire , 

+s —nt rs — nt * ny-nti-t-rm-rf 

Z*8-»>dP'+fllZ!!l.} y z n *- m '~ l dz=*z a *- mt 

tm — rq 

* v '+- \T^Î) y^^àz , équation quieft inté? 
jgrable dans tous les cas fuivants. 

eu 
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CLII. 

rs - nt 



Prcmîcfcai i°. Si fw-rj=so. Car alors on a z n *- ms dV*\* 

i'intégnÙQn, rs-nt 

Xr^iS V* n ^ mt ~ àz = zdf", équation qui eft 
dans le cas de la Méthode du Chapitre VIL 
De l'équation tm — r^ — o on tire — = — > donc 



m 

tm rç 



la propofée devient x m z r y* = <ty* x r z m f & fuppo- 

r t m r n x pm pr T r • 

fant — — p y on a * z y = çy x r z. Je fais 

* m £ r =:*, donc j'ai Ajf* ==a vy* k f > donc * =5 Ajp; 
donc x m z r = &ys équation facile à intégrer. La mé-; 
thode que nous expliquons a l'avantage de fournir le moyen 
d'intégrer ces fortes d'équations différentielles fans cher-» 
cher la valeur de x m z r en y > ce qu'il ferait fouvent 
impoflible de trouver* 

CLIIL 

Second cas 2 » L'équation eft intégrable dans le cas où rs—nt «=0; 

d'intégration tm-rq 

de la même Car alors on a V~ x àV = *■«-"•» y*~ l &V -H 

JULZLÎ 
S '"Z'J, \ V N z n *- m * dz , équation encore conftruÛiblei 

par la même méthode de M. Bernoulli > Chapitre VIL . 

L'équation rx — »f = o change la propofée x m y* z? 

nt rs 

fes^x'/z', enlafuivante* m jr"z r = <p(**.y ' 2 " )i 
d'où Ton tirera y* z r = T* , en fuivant la même <opeag 
tion que ci-defliw, 



1 
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CLIV. 

3°. Si nq — ms*)rtm— tq*=zrs-~ nt f alofs Tiqua- TroMcme 
tion fera beaucoup plus (impie que les précédentes. Car do* 
dans ce cas — = ■ * ■ ■ * — i *= — i } 

nq-ms nq — ms nq — mr 9 

T* — !t* 

1 ■ ■ » 

«donc notre dernière équation devient z"«- m ' y~ àV-M 

TS — nt Tt — Ht 

fliZJLil y^û^*' 1 dz ^ z *i-m* yn-* â yn +. 
f!HrJL'— , "l/^'z»*-»»""'^ , c'eft-à-dire, 



— I . r^ r^/* - I 



- I 



y- 1 dV—V"' àV" z nq-m, j z 



rs-nt 1 



équation qui eft toute féparée. 

-Si dans le cas préfent on fait t » o > rtsi, au lied 
de Téquation de condition nq — wj + ^m— rj =a 
r j — »^ on aura la fuivante nq — ms=*q-¥*$ . Dans 
ce cas la propofée x m y n z r = <p x* y* z 1 devient x m y n z 
= <p x q y* * Donc en mettant pour z fa valeur ^-, ona 
jç*»^» a*_ ._ <fx 1 y* , ou dx == #~ m j~ w dy<p(#* 4 y x ) $ 

Donc en fuppofant . ♦ • . . » \ — m a p > 

toute équation de cette forme dx sa # ? jj* ^^(x*^*) 
fera intégrable fi — tq-\-ps = fl-W ; aïnfi Téquation 
dx =3 — dy <t (y * *') eft intégrable. Car on a en com- 
parant terme à terme p= 1 > r = — i : donc on a 
— * q <+•/? 1 a ^ -f* j . De même dans Téquation dx-= 
dj<i{xy') } p=eQ> f==o ; 2=i i donc, &c. 
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C L V. 

Celui deté- Le cas des équations homogènes de M. Bernoulli eft 
mogenesytft renfermé dans l'équation générale ~—tq-\-f>$=sq-\-$. 
compas Q ir ce cas p CUJ . fe re p r ^f enter y comme nous lavons déjà 

dit ( Art. cxlvii. ) par -j^ = 9 — » ou dx=*dyyxy~ l . 
Or comparant cette équation avec la formule de l'article 

précédent , on a p = o ; t = o 

q = 1 ; s = — 1. 
Donc ps — tq=*p } & j + ; = o; donc —*tq-\*ps 

~~ q * CLVI. 

Par le même moyen on peut déterminer les conditions 
d'intégrabilité de l'équation dx=sa'x m y n dy H-/> x e y dy 
**rfx g y dy-f-6cc. Pour y parvenir, je fais x y* = u 

1 a 

(0 fie b font deux indéterminées. ) J'ai donc x=u y h ; 
dx =: ^-y h u h du ~ u h y h dy ; donc j'ai 

la transformée fui vante -^-y * u du*=-^- u b y dy 

fu y dy «+• ficc. équation qu'on voit aifément 



être intégrable , toutes les fois que £ 1 =5 — — 

H- n = — -^ -+- A ;= — -^ H- /. Or de l'équation 
— -j- — 1 = — -y- H-», je are— -j- -t- T = n H- i , 

■ * de 

donc «+• 4- = - — - i de même de l'équation •+• -r- — 1 



IL Partie. Sect. I. Char XIII. np 



ea * . • a ca 



, . h on tire r- ~*- t — A H- i • Donc 

b b b 



b ~ 



-~^ ficc. Donc la propofée eft intégtable > toutes 
les fois que. -— as — — =* — — âcc t 



CLVII. 

IL -12 -'-2 Quatrième 

4°. Enfin fin* — mf = 0,ona# s= « ' V « Z « . & dernier cas 

* m n?-mi dintegratio» 

Donc la propofée x y z = q> » , devient m 9 y * • fonaulc, 

2 * = 9» ou » s z * =î^, & l'équation pro? 
pofée s'intègre toutes les fois que n = — m, ét^sa* — 5j 
ce qui rentre dans le cas des équations homogènes* 

CLVÎIÏ. 

_ _ * • 

Remarque. On ne retrouvera que les mêmes équa* 
tions de condition , foit qu'on tire de l'équation différent 
tielle propofée les valeurs de y êe de z> ou de x & de z* 

CL IX. 

Problème j. Trouver les conditions dlntégrabilité Recherche 
de l'équation x=y k z% (/ z n ) -H A(y*z m ). %£?$£ 

\ m +' ' 1 «t troisième for» 

i°. Je fuppofe y* z = a, donc z = u n y * ; or z mule. 
* , donc -î- =s u n 'y n : donc dx =u n y n dy • 



<J, * <Jjr 






À f 



On a auffi z r = u n y n } donc y z = **^ * j 



r A-*^ 



donc on a la transformée # ?= »" jj * 9« + a«. 
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Nommant »* ç» , V> fai u n y * dy = d(Vy " 
-t- a « ) , par où il m'eft facile de voie que l'équation fe 
rapporte au cas général de M. Bernoulli expliqué (Cfcu vu.) 

s n 

a . Si on fidt encore y* z* = *, & qu'on en tire ^=3 

»'*"', ày*=* ■— * F ~ *~ F <** — — z~*~ l h* dzz 

t t 

n 1 1 

on aura dx = siy = — a * u* du — -— u f 

n * h ni , * 

z p dz. D'ailleurs y z r ?=* u* z * • donc x =* 



Je nomme » p <tu $ Vf : j'ai donc </* , ou — 2 p 

, p p 

•+• r , on aura -— -— =ss *— ~ -H r — î ; donc l'équation 
précédente devient — s * *' du z~' V~ l 

dP» — dAU^^-Z ' U>dz-.f£—t\f»Z ' dz, 

oubicnz'î dzx — u' rï- fï~- — \ r^z'**' du 



- - I 



x /*"-■££_",» }^4a*«o. Or on voit 

*■ du F J 

bien que cette équation fe rapporte au cas général de 
M. Bernoulli , de même que l'équation de l'article pré- 
cédent. 

CLX. 
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CLX. 

m 

Corollaire. Si la propofée étoit x =y z r 9 (y f z n ) 

**-y z a (y r z ) -t-jr z r{y r z ) •+- &c. je ferois 

1 p 

comme ci-deflus y 7 z = « > donc z = u n y tt , donc 

dx = zdy =s u* y n dy . Donc « n ^ n dy = 

d(u n y~ n <?u + u n y n Au + u n y~ tt vu 

-H&c.) Donc la propofée fera intégrable, lorfqu'on aura 

» ft n * 

ou en faifant le même calcul que dans l'Article eux, 
lorfqu'on aura — = -^ = -7^ = -77^ &c. ou biea 
Jtarfque A' 6c r' * ou A" & r" &c. font égaux à zéro. 

CLXI. 

Remarque. Toutes les méthodes que nous avons 
expliquées dans ce Chapitre pour les équations différen- 
tielles à deux variables du premier ordre , s'étendent auflS 
à celles d'un genre plus élevé, C'eft ce que nous ferons 

Voir dans la fuite. 

CLXIIv 

Scholie générale. La méthode dont nous avons donné 
tan effai ( Art. cxlviii. ) peut s'étendre à toutes les équa- 
tions dans lefquelles faifant y f z q = * > on a une équa- 
tion entre x Se k. En effet on commencera par conftruire 

£ 

l'équation entre x &c k 7 puis on obfçryera que y q z =39 
//. Partie* Q 
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1 2 

k q | ou en mettant pour z fa valeur -f- , que y q dx =* 

i L Jf 

k* dy 9 ou bien k * dx =y q dy. Or il eft évident 
que pour chaque x on a une valeur de k ; donc on aura 
aufli pour chaque x une valeur de y correfpondante. 



Z 



* 



CHAPITRE XIV. 

Autre Méthode pour découvrir quelques équation$ 

d x 

imégrables par le moyen de V équation z = j- * 

CLXIIL 

Pro çédé de | j Â Méthode que nous allons expliquer ici confifte 

cette JViétho- * 

d* à préparer l'équation dx = zdy 9 ou <i# — zdy =*o de 

telle façon quon la puifle divifer en deux parties, dont 
Tune foit intégraBle* & dont l'autre foit ou puifle devenir 
une différentielle exaâe multipliée par une quantité quel* 
conque. Enfuite on multipliera la première partie par une 
fon&ion de (on intégrale t & on fuppofera que le produit 
de cette fbn&ion par la quantité qui multiplie la différ 
rentielie dans la féconde partie foit égal à une fbn&ion 
de l'intégrale de la différentielle contenue dans cette fé- 
conde partie. On aura par ce moyen une équatioa d$ 
condition qui rend la propofée intégrable» 
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CLXIV. 

Je mets l'équation à x — zdy = o fous la forme fui- Application 
vante dx — zdy — y dz +)-ydz = o: je multiplie cette thodef* *" 
dernière équation par une fon&ion X de x, & j'y ajoute 
zydX — zydX, ce qui ne la change pas ; j'aurai Xdx 

— Xzdy — Xydz — zydX^ry Xdz-¥-zy d X =a o 9 
ou bien Xdx — Xzdy — Xydz — zydX = — yXdz 

— zydX. Or le premier membre de cette équation eft 
intégrable ; fon intégrale eft [Xdx — yzX. Le fécond 
membre eft la différentielle de — zX> multipliée parjr* 
En fuivant donc le procédé qu'indique notre méthode * 
je multiplie ie premier membre Xdx — Xzdy — Xydz 
—yzdX par une fon&îon de fon intégrale s & je fup- 
pofe que le produit de cette fonâion , par la quantité y 
qui multiplie la différentielle dans le fécond membre 9 
eft égal à une fon&ion de zX+ De cette hypothefe je 
tire le Théorème fuivant* 

CLXV. 

Théorème. L'équation propofée eft intégrable fi 
y*(fXdx — Xyz) = tzX. 

Car en pratiquant les opérations indiquées ci-deffus , la 
propofée devient ÏXdx — à(Xyz) ^ x y^fXdx — 
Xyz) = — d(Xz) xy<f(fXdx — Xyz) qui fe change 
pK la fuppofition précédente en \Xdx — d(Xyz) j x 
*(fXdK — Xyz) «- —d(Xz) . r(Xz), équatioa 
gu'on voit bien être intégrable* 

Q { ) 
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CLXVL 

On peut encore exprimer ce Théorème de la façon fui-* 
vante : l'équation Xdx — d ( Xy z ) = — y à (Xz) eft 
intégrable , fi fX dx — Xy z eft égale à une fon&ion 
de yA(Xz). 

Car de ce que / Xdx — Xy z = <vyA (Xz) , il s'enfuit 
queyA(Xz)*=r(fXdx — Xyz) : donc T —L-^ ) 
= A ' ■ : donc en multipliant les deux membres de 
notre équation par ces deux quantités égales * on aura 

Xdx-d(Xyz) -d(Xz) A . . , ., 

Tuxdt-xyz) = TïxT) > .*!««» intégrable. 

CLXVII. 

Premier COROLLAIRE. Donc l'équation JX dx = py Xz ■+• 

txeœp e. qy x* z" -h a ett intégrable , p , q & a font des con-; 



fiantes. En effet il eft évident que cette équation peut 
fe "mettre fous la forme fui vante fXdx — yzX=*pyzX 
*— yzX •+• qyX n z n -4- a> ou fXdx — yzX = 
y . (pXz — Xz-t-qX n z n ) «+• a = y a{Xz) -ha* 

Maintenant on voit que pour intégrer cette équation * il 
ne s'agit que de conftruire une courbe dont les coordon? 
fiées foient x àcy. Soit • • • . Xz = r 

fXdx—yr = * 

on aura . « • « • . "♦ ♦ . k — a = yAt À 
fc par conféquent. « « . t yAr = *, • 
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La fuppofition de * = «-*-« nous donne dk = du. 
Mais fuivant le Théorème précédent on a dans ce cas-ci 
Xdx — d(Xyz)-\-yd(Xz)=*o : donc on aura dk 
-f- ydr= o , ôt du-¥ydr == o : donc enfin en mettant 
pour y fa valeur ^. , il nous vient -£ -+- -^ = o , équa* 
«on facile à conftruire & qui nous donne la valeur dey 
en u ou en r. y étant ainfi trouvée , cherchons *. Les 
fuppofitions précédentes nous donnent fXdx — yr =s 
»-+-<?. Soit «-Hj^r -+-* = *, on aura fXdx = t . Je Figure # 
conftruis une courbe B M , dans laquelle ? M =■ X 

A? = x, 
l'aire de cette courbe ou A BMP fera =sfXdxs= t. 
Je prends A B pour l'unité , & je fuppofe P Q = 
== y" — - =3 r ; QR fera Ta? cherchée. 



Ah 



yyzdz a zii? 



CLXVIIL 



Soit propofée l'équation * + Z + a = T7F "*"* 77^ ' Second 
r a eft une confiante , & Z une fonûion de z y c'eft-à-dire emp c- 

A dx 

Je commence par donner à cette équation la forme 
Suivante x—yz + Z + a = ^J x (y — ^| ) * qu'on 
voit clairement être la même équation que la propofée. 
Donc en prenant la racine quarrée des deux membres , 
on aura K(*-jy*-t- ;?-+-*)= {y-£} K|g. 
Mais par l'hypothefe z = ^f- , donc dx — zdy — o 9 
£c par çonféquent dx'—zdy—ydz •*■ dZ^rydz—à 
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dZ=*oi donc «—"-"«-'* — -ydz + dZ 

«7 dz ** — > donc enfin 'y*->" + i* 

Z ■+-<*) = if yr zdz ' Sl on combine cette équatioa 

TdZ 

avec la propofée , on en tirera la valeur de * ou de y 
en z, ce qui donne le Théorème fuivant. 

CLXIX. 

Théorème. Toutes les équations dans lefquelles *— yz 
+ Z-ha a 9 {(y—.*£) rz y 9 f ont in^gfabig^ 

Démonstration. Puifque x — yz-\-Z-\-a =* 

9 {^""77 )' TZ }> onaura9'(«— yz-t-Z+a) =* 

{>""4f} K rzi &divifantpat <p'(*— yz + Z+a) 

l'équation dx — zdy—ydz-hdZ = — (ydz — dZ)* 
on aura *—*>-'*•+** -(,dz-dzf " 



~ '« - {> —g } J 

~ 3Y- =* «az; équation dont on voit 

.{ Jr 7-^}' r * 

aifément que chaque membre eft intégrable. 

CLXX. 

Remarque. On peut au lieu de dx — zdy » o, 
mettre dy ~ =» o : alors il iàudra fubftkuet y à * * 
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x à y , — à 2 dans les équations de condition , ce qui 
en donnera de nouvelles* 



CHAPITRE XV. 

Méthode pour intégrer quelques équations différen- 
tielles par h moyen des coefficients indéterminés. 

CLXXL 

V^Ette Méthode eft utile Lorfquon a une* deux, trois, Cas dans let 
quatre, &c. équations à intégrer cnfemblc , ou lorfqrîon ie fervir de 

« » • i»/v/ • 11 j / cette Métho-" 

peut regarder une équation dmérentielle donnée > comme de. 
étant formée de placeurs autres équations* En général on 
intègre par ton moyen un nombre quelconque p d'équa- 

. tions .di0erentieU.es > qui contiennent un nombre ;+i 
de variables t,x 9 y, z> #* &c. dont la première ait fa 
différence dt confiante , & dont les autres «jjr» z 9 u> &c. 
& leurs différences ne (ont ni mêlées entre elles ni avec 
x, &ty, &c. ni élevées à aucune puiflance autre que 
l'unité f mak (ont feulement multipliées par des puiifances 

. convenables de J*.. L'intégration nauroit même aucune 
difficulté de plus > fi dans chacune de ces équations il y 
avoit un terme quelconque >comppfé comme on voudrait 
de * t de M & de .confianteg. 

V«ici ie procédé que bous fty Cuivre cette méthode.! 

* 



• • • 
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CLXXII. 

Enauoiellc On multiplie par un coefficient indéterminé la féconde 

des deux équations propofées , lorfqu'il n'y en a que deux ; 

fi on en a trois, on multiplie auffi la troifieme par une 

indéterminée différente de celle qui multiplie la féconde, 

& ainfi de fuite. Après cette, première opération , on 

ajoute ces équations les unes aux autres, on détermine 

les valeurs des coefficients indéterminés, fie par leur moyen 

aufli celles de t> x , y , ficc. 

Avant d'appliquer cette méthode à des exemples y nous 

- établirons une proportion qui nous effc aéceffaire pour la 

fuite. 

CLXXIIL 



Lemme Lemme. Si Ton a une fonâion ?(z-t-{)» telle que la 
préparatoire. . var j a kj e z cro yj- e ou décroïfle d'une quantité très-petite 

î , je dis qu'on aura <p (z + {) =3 <pz 4-1^2 «+• -f 1 

* ' &c. On fuppofe ici que à (<p z) = dz a z , que 



d(Az) =3 dzvZ) que d(r^) = jz+z; fie ainfi de fuite. 



Démonst. Soit ç(24-() = i>z + » : je difFérentie 
' cette équation en traitant z comme confiante , X fie h com- 
me variables ; j'aurai ^SA(z-4-î) = in : donc * =s 
y^A(z-Hï) : donc <p(2-4-0 = ( ? a '^/^ï A ( z - + -0^ 
Soit maintenant a ( z-Hï) ==* a z-H)>, j aurai en regardant 
z comme eonftante fie ? 6c y comme variables y =: 
fd\r(z^l) : donc f (£-4-S) = <pz-+-/V?az -*~ 
{\£difdir(z»hi). Sok encore r(» ! + : l) »r« + ;, 

j'aurai 



1 * 

IL Partie* Sec t. I. Chap. XV. 12$ 
j aurai en fuppofant toujours z confiante > i & t variables , 
t=sfdl<\>(z-\-\)-> donc en fubftituant pour t cette va- 
leur, on a r(z-M) = vz-\-fd\ + (z-)r\), & par con- 
féquent 9(2; -4- I) = 9* -+- Jd\±z-\- fd\fd\vz -H 
fd\Jd\fd\\z*\~ &c. on trouverait une fuite de termes 
à l'infini. Donc (Art. ccxvm. I e " Partie) 9 (s 4-0 =* 
9 z 4- \ a 2; -H + i - !: - + occ, 

CLXXIV. 

Corollaire. On trouvera par la même méthode 

que </*-*-* = /*-+-«*/*-♦- «JLllf£l-t- ''"'^ a-^- 

Car foit c /x = c J -h* , & foit * confiante, « & t 



variables t on aura c* * ~*~ a * xd* == dt » donc t 
f/ x + a * xd«àcc fi '-*-* x = ? c fii +fi f *- i - ax xd..Voncon 
aura une fuite telle que r*; "* s=s /* ~*-fdx*c** -+• 
fxd*/*fxd*c fx +fxd«c f *fxd*c f 'fxd*c f * + &.c. 

Donc en intégrant on a r s= r 1 rh •** "+• 



aaxxcf* _■ a*x*cf* 



&C. 



11.3, 

Paflbns maintenant à l'application de notre méthode à 
des exemples» 

CLXXV. 

* 

Problème i. Trouver l'intégrale des deux équations Application 1 

j \ / n ■ \ t\ \ 1' de la métho- * 

dx+(Cx + Dy)dt =* O deauxcasoù 

Ton a d< 

équations. 

1 Solution. Suivant ce que nous avons dit, je bail- 
tiplie la. féconde de ces deux équations par un coefficient 
IL Partie* R 



dy + (Kx + Ly) dt <â O. l'on a deux 
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indéterminé v , elle devient 

vdy + (Kx-hLy)vdt»*** o; 
j'ajoute cette équation à la première, ce qui me donne 
l'équation fuivante 

àpréfent je fais en forte que(C-t-Kv)*-*- (D-*-Iv) y 
foit un multiple de x-4-vy. J'aurai donc 

Cx + Kvx + Dy + Lvy «= Rx + Rvy^ 
( R eft un coefficient confiant quelconque. ) Donc ert 
comparant terme à terme les deux membres de cette 
équation, j'ai C+Kv = R t & D + Lv «=Kv, ou 
*~ = R. Donc C + Kv =* £££l s donc Cv-t- 
Kvv a=s D-t-lv, ou bien Kvv^-Cv — i»saZ), 
ou z, v -^£l_-^«4.: donc vv + ^m + SZ 

CL LL D CC CL Lt , 

prenant la racine quarrée v ~ c -*-l ■ 



V(4DS-hCC~xCL-hLL) , „ * * „ , — -CUE 

XJf . - v donc enfin (B) v « ^£±£ 

l^(L-C)»-«-4Pjr 

: tï 

Je fuppofe à préfent x 



vy =s u 

î'** » •• dx-hvdy =a dm 

D'ailleurs l'équation C+Kv = D ' 1 ~ Lv donne D+Lv 

= (Ch-JKv).v. Donc (C-*-Kv)x + (D+Lv)y=* 

(C+Kv)x + (C+Kv)vy = (C+Kv).(x+>vy) 
= ( C-f- Kv ) « . Donc l'équation ( A ) 

^r*-we>-ir {(C-f-JC»)*-*-(P.-#.Lv>j}. < lr«fceJ, 
Revient , . eja faiûnt les iubftitutions précédente* 9 



IL Partie, Sect. L Chap. XV. iji 



ou -1 = (C*4-Kjy)x — dt 



équation dont l'intégrale eft , comme on le fait , 

lu =* (C+Kv)x — t, 
ou en prenant e pour le nombre dont le logarithme eft 
l'unité, ai g pour la confiante , lu = /g*"" (c "*"* v)# 

ou bien , . u ±±s ge K J 

Soient maintenant p , p' les deux valeurs de v trouvées 
par Téquation ( B ) , au lieu de l'équation x -4- vy a * , 
on aura ces deux-ci . . . . . (C) x-k-py = » 

(D)*^*'jf==y; 



6c de même au lieu de Téquation u =* ge~* kCmfmKv * 9 
on aura les deux fuivantes ,...«== £ f -< c '*'**> f 

Des deux équations (C) & ( Z> ) , je tire aifiément les . 
Valeurs de x & de y. Car retranchant l'équapion x+p'y 
♦«s»' de l'équation x^rpy = u> j'ai py—p'y «■* *■— V: 
Donc •••••••••• %# y ss ■ "*. , • 

« Pour avoir maintenant la valeur de x , je multiplie pat 

f' l'équation . x ~hpy =■= *> 

& par/? l'équation • . • . *+*?y ****'> 
ce qui me donne . . • px-ï-p'py » ^ 

*• • px+pfy *=* pu'i 

je retranche la féconde de la première, j'ai 

f'x+p'py-~p*-~ppy*=*p'u—fu' % 
donc. •••••.♦ ^'# — px=p'u—pu\ 
Pope f t « • • • - • « n -••»«« «b / *,"* ■ * « 

au 
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On mettra dans ces valeurs de x Se de y pour u fie pour u 
leurs valeurs g r (c *^ )9 fie g'c^+W ; on déter- 
minera les confiantes g fie g ' en fuppofant r = oou une 
grandeur connue y fie on aura l'intégrale cherchée. 

CLXXVI. 

Obferrationi Remarque i. Si les valeurs de v font imaginaires i 
la folution l'intégration fe fera toujours de même. Car nous avons 
pr c ente. ^montré d ans PIntroduûion que les exponentielles ima-' 

ginaires fe réduifent toujours à A-ï-B'V' — i , A — B 9 
V — i , A fie B étant des quantités réelles. Si les valeurs 
de x fie de y dévoient être réelles , les imaginaires en 

difparoitroient. 

CLXXVII. 

Remarque 2. Si v n'avoit pas deux valeurs y le 
Problême n auroit pas plus de difficulté , au contraire il fe 
réfoudroit beaucoup plus aifément. Car v ne peut avoir 
moins de deux valeurs qu'en fuppofant K=*o, ou />=a; 
^Finconnùe v n'étant plus qu'à la première puiflance dans 
le premier cas > fie dans le fécond l'équation entière pou- 
vant fe divifer exaâement par .v eft du premier degré» 
Or dans*ces deux cas une des. deux équations eft inté- 
grable,, fie l'autre fe réduit à la formule de M. Bernoullif 
traitée dans le. Chapitre VIL 
_* Suppofbns D*=o, la première équation devient 

dx -+■ Cxdt ,=*. o • 



Dpnc "--♦-->_.* •.» m % «* .♦ % . • • nr- ^=5»—* Cât » 
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&>nc . /* «=■ — Ct, 

ou en prenant e pour le nombre dont le logarithme eft 
l'unité, & m pour la confiante , on a x = me 

La féconde équation eft dy-{-Lydt*\-Kxdt = o: 
omettant dans cette équation pour x fa valeur en t tirée 
de l'équation précédente , on voit clairement qu elle eft 
de la forme fui vante dy •+• A y dt-¥* Td t = o , équation 
dans laquelle A eft une confiante & T une fon&ion de 
-t & de confiantes. Donc elle s'intégre par la méthode de 
M. Bernoulli. 

Ce fera la même chofe , fi on fuppofe K=ao, comme 
il eft facile de s'en aflurer. 

CLXXVIIL 

Remarque* Si les deux valeurs de v font égales f 
on prendra arbitrairement une de ces deux valeurs , fie 
après avoir réfolu l'équation du = — dt (C-+-Kv) u > 
'on tirera de l'équation x -f- vy = u , une valeur de x ou 
de y en u • Par exemple , je prends ici p pour là valeur 
de v . J'ai conféquemment u =sge~ ?J . Mettant 

cette valeur de u dans l'équation x-*-vy=aU) elle de- 
vient * =^f~^ c "*"^'^ — py . je mets enfuite cette 
valeur de x dans l'équation dy-ï- (K x + Ly) dt=*0) 
j'ai dy+Kge- {C + Kf) 'dt — Kpydt + Lydt = o, 
ou ^^(L--IC^)^^-+-^f" (c " f "^ ) ^?====o équa- 
tion qui s'intègre aifément 9 comme on le voit > par le 
unoyen de la formule dz -4- bzdt-\*Tdt s=s o# Cette 
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équation intégrée nous donnera la valepr de y eji t » On 
aura donc les valeurs de # & de y en t • 

CLXXIX. 

cm dans le Remarque 4* Nous venons de voir dans la Rematf 

quel on peut « 

réfoudre au* que précédente que le Problême te réfout très-facilement. 

trement le' , 

Problème. Jorfque v n'a pas deux valeurs inégales : dans ce même 

cas on pourrok encore trouver les valeurs de x & de y 
par des méthodes différentes de celles que nous venon* 
d'employer pour cela. 
Soit i°. D=ao .dans l'équation v « z£±± h- 

• n devient i . v =* — , ou — ; 

a°. v a ^ • Donc en fuppo&nt dans les formules précé- 
dentés p' => o > on aura les valeurs de # & de y . 

a*. Si JC=30, au lieu de le fuppofer abfolument nul % 
je le regarde comme infiniment petit » ce qui revient au 
même. Je reprends l'équation v _ ^ C " f " L -- '< Tr ^+^ 



tJT 



je la mets fous la forme (uivànte v = 

^y; H- ~ . Entente pour avoir les deu< 

valeurs de v » je prends la racine quarrée de 

¥/"tL-*CL^.CC „ o A - 

^ —p *- -j- > & je trouve que cette racine 

cft yy ■+■ qZï *** un terœe PP* Tfi P u is négliger parce 
qu'il eft infiniment petit par rapport aux autres. On a 

donc v « ~±i: ± { ^ -4- ^ } . Prenant l'équa- 

JL — C C — L D 

ùoa. en -fr. j'ai v*sb— ■*• — -h ^i» c'eft-à-diœt 
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M> mm ~- % La prenant en moins je trouve v = -^p — 

£— t — _JL # Or les deux premiers termes de cette valeur 
étant infinis , je puis négliger le troifieme. J'aurai donc 

L — C 

pour féconde valeur de v y v = -y- « 

On aura donc u=gc~ ';«'=5gV 'iJ — K{£^}* 

. __ pu' t DKu* C - J 

3°. Si les valeurs de / & de />' font égales* je fuppcn 



% ferai pss= a-t-*> p' = * — « (<* eft une quantité infini* 
ment petite. ) J ai donc * = £ * • Or • 

étant une quantité infiniment petite peut être regardée 
comme une différentielle. Mais nous avons vu (Art. clxxiv.) 
que fi on avoit C*"*" * , on pouvoit lui donner la forme 
fuivante C -+-C dx . Donc on aura parla même raifort 
u =ge- (c +" yt - Kg-te-^***)'. On trouvera de 
même ,'- ! V< c « | )» + JCf»r (C+,4 )» i On 



aura aulB y = : ; x = ■ ■ . Donc en 

«/ 1 CL 4. tt 



mettant pour * & *' leurs valeurs , & fuppofànt #=£', 
on a y= — Kgte v , 6c *» — ££** • 

• • • 

CLXX5L 

Corollaire. Le Problême stétendra très - facile- 
ment à deux équations qui contiendront deux indétermi- 
nées x & y multipliées par des confiantes & par une fon- 
ction quelconque de t > avec leurs différences auffi mul- 
tipliées par des confiantes 6c par une fonâion de t 9 6c 
4e plu» un terme tdt r %àt qui ne renferme que des 



%* 
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confiantes avec t . Car ces cas fe ramèneront d'çux-même# 
à la formule dz-i-bzdt-i-Tdt =s <*• 

CLXXXI. 

Application Problème 2. Intégrer les équations 

de la métho- . * 

de au cas où à X -h \dX *\- b y •+• C Z) dt = O 

él^ùons!° 1S dy-{-(ex +fy -»-£*) dt =z o 

* dz-\* (hx-hmy-\-nz) dt = o* 
Solution. Suivant ce que nous avons dit (Art*; 
CLXXir. ) je multiplie la féconde de ces équations par un 
coefficient indéterminé v > 6c la troifieme par un autre 
coefficient indéterminé m* Les trois équations précé- 
dentés deviennent alors, 

dx h- (a* + by .+• cz) dt =? o 
vdy++-(evx*t-fvy+ï:gvz)dt = o 
t4.dz + (hMX-i-Tn/uLy + n/uLz) dt = o, 
Je les ajoute enfemble* ce qui me donne {A) dx-{~ 
vdy -¥• Mdz*+* f(a+*ev + h JUL )x + (b-\~fv~\+m*)y 
•+• (c^gv^njm)zX dt = o. Je fais enforte à préfent 
que la quantité qui multiplie dt dans cette équation foit 
un fadeur de x ■+- vy ^ m z • J'aurai donc en fuppofant R 
un coefficient confiant > j'aurai ax + evx-¥-h/*x~hby 
ihfvy + mM.yrt-çz+gvZr+>n*z = R#H-fi^H- 
Rm-z • Donc en comparant terme à terme les deux mem- 
bres de cette équation , j'ai a+.cv + h*= R, b rt-fv 
m^mjuL = Rv , crhgv*\-n* = Rm. Donc a -+- * v •** 

VM == '■' i =? — ■■ ' » ■ "< ■ . yOQÇ (l^fl/^* 

b*)v=* 
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rhnfJL. Donc Téquation (^) devient (F) dx-\-vdy*+> 

Soit à préfent # •+• x> j? Hh> £ ==ji* donc dx*+-vdy-h, 
/4.dz = du | donc l'équation ( F) fe change en la fui- 
vante 4u ■+• (a -4-^ ex; -4- AÀjudt == oV ou — =3 ^~ • 

Donc en prenant £ pouf le nombre dont le logarithme eft 
runité ôc^pour la confiante, on a lu^tgE~ ia ~ i " tpJh%tt > t, i 
pu enfin u =* gE K • 

r A préfent l'équation *# ~W «y t/ + A m*; = J-f-/x/4^ 
ito a donrie la valeut de a* erf v : mettant cette valeur de' 
*' dans Téquation \a + ev -{-ht*) » =£ c4-gv**-rit* s on 1 
aura , après avoir effacé ce qui fe détruit & fait les rédu- 
ctions ordinaires , une équation du troiflerçe degré qui' 
donnera trois valeurs de V* J ' : - 4 :r -'* : l ^^'V lj% ' 
Soient p, p f 9 p* les trois . valeur s de v, 6c rn>mf )tn* 
les trois valeurs correfpondantes de m. J aurai au lieu de. 
l'équation u=?gE .r' ,. ces. trois. autie&éqaa<- : .-> 

(JOltfj #=**£*. \. * * -/■-:■: •■ :I - :'-: i . ; : ^ 

& au lieu de l'équation «-h.vy^t<M.£ **.ft » lçs.tiois. 
filiyaWeg , - * +py H- r» a *=• ^>E " (4 "* ''-^ * ": } " ' ' 

Pe ces trois équation* on tirera les valeurs de xj^-, p± 
Il Partie» S 



1 
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fie on déterminera les confiantes g > g > g' par les valeurs 
que doivent avoir x , y 9 z> lorfque f = o ou une con- 
fiante donnée, 

CLXXXII. 

r 

Remarque. On peut toujours fuppofer que les trois, 
valeurs de v font inégales. Pour cela il fuffit d'augmentés 
un des coefficients a > b 9 c, &c. d'une quantité <* infinie 
ment petite ; alors on aura des valeurs de v toutes diflfé-r 

■ • 

rentes entre elles , 6c dans lefquelles entrera la quantité 
a. Ces. valeurs étant fubftituées à la place de p> p'tp's 
on trouvera celles de x, y, z, dans lefquelles n'entre 
plus a. Pour avoir ces valeurs de v 9 on fe fervira du 
parallelograme de M. Newton. Au refte > il eft indifférent 
que quelques-unes de ces valeurs foient imaginaires* pour- 
vu qu'elles foient inégales entre elles. 

CLX XXIII. 

» » -m m % t 

Ce qu'il faut Corollaire. Si on a quatre équations , ort muItH 
avoît Juatre P^ era au *& k quatrième par une nouvelle indéterminée *} 
équations. Après avoir trouvé l'équation en v, & celle qui donne 

la valeur de m en v y on mettra dans cette dernière * au 
lieu de m > & au lieu de h > m y ri, les coefficients qui 
leur répondent dans la quatrième équation > fie réciprew 
quement k> m> n au lieu de ces coefficients. Après quoi 
on réfoudroit le Problême par la Méthode femblable à 
«elle de PArticle 
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Si on avoit cinq > fix , &c. équations > on voit à préfent 
comment il faudroit s'y prendre pour les réfoudre* 



CHAPITRE XVI. 

Méthode pour déterminer une intégrale par certaines 
conditions données de la différentielle. 

CLXXXIV. * . ... 

Problème i. i^ Tant données deux quantités différent Premier 
tielles telles que • \ . . . adt + vds cxemple * 

vdt -H <ids 
qui font Tune 6c l'autre des différentielles exactes de quel- 
que fonâion de * -H s ; trouver * & 1/ , ô^ par conféqueat 
1-intégration des deux différentielles proposées. 

Solution, i °. J'ajoute enfemble les deux dlfféren- 
jdelles propofées , ce qui nie donnera (*-hv) dt -¥< 
(a-t-v) ds , qui eft encore une différentielle exaâe dç 
quelque fonâion de t-{-s; on a donc.(*-+-x/) . (dt-ï-ds). 
D'où il fuit que *-4-i/ eft égale à une fon&ion de t-t-s. 

2°. Je retranche Tune de l'autre nos deux différentielles, 
j'ai (* — v)dt — (<* — v)ds $ ou .(a — v).(di—ds)i 
tfoù je conclus que *-— xreft égale à Une fonâion de : t*— s. 

J'aurai donc a-t*v-+~* — v =s <p(r~W) •+• a(/ — i). 



onc a = ^ , / i i 

x 

J'aurai encore «.-t-v — a^v = 9 (*«+*) — A(r— • *); 
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CLXXXV. 

Second Problème 2. Etant données les deux différentielles 

rxcmpc. exa # es # . # . * . % vdt~\-tdî 

v-ds + endt % 
3éterminer v &c c, & pat conféquent l'intégrale. 

Solution. Je mets la féconde de nos deux différent 
tielles fous la formç fuivânte .... 

c/"îi x Jr/li + ï;^» 
Je multiplie la première par V^uy ce qui ne l'empêche) 
pas d'être une différentielle exàâd, elle devient 

vit VU -H tdsVli. 
Maintenant i . j'ajoute enfemble ces deux différentielles $ 
jai .V. ' (iiVÎ + *s)*i*l/ F n + v) 
a°. Je l'es retranche Tune de l'autre > fauraî 

'De là Je" conclus que ?j/'»-f- v eft une fon£Hon dô 
rVn -f. s i & €^n — "v J une fon&îoh dé ri/» — >•• 
Donc e y7>+- v -f- e >/n" — v = q> (* l^n"-^ '*) -h 
•A(V^T-; f ). Donc ec ^'^'iy^^ - donc 

. .. De-içeme onaura tVn^v—tVh^v. =s ».(* >/F-jhïJ 



. » 



•* \ * 

- — 1 : ■ — - 
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CLXXXVI. 

■ 

Problème 3. Soient données deux quantité» ; T » îfi ««; c 

J * exemple plus 

ad S + tdt compliqué 

/ que les deux 

*f*it-*-vtds-+*ât a (*, 0-+. dsv(tfs) dans léfquelles piWfcni, 
y fie v défignent des confiantes données , &(t>s) > r(t,s) 
des fondions quelconques données de t fie de * . De plus 
ces deux quantités (ont Tune 6c l'autre des différentielles 
exa&es de quelque fon&ion de t fie de s ; déterminer a fie u 
Solution. Je divife par la confiante ? tous les ter- 
mes dé la féconde différentielle , le Problême fe réduira 
<à opérer fur les deux quantités 

uds .+- cdt 

& tJ s + ?S*1 + *'*C>') ***•<'>*) 

S f ? * 

de manière qu'elles foient l'jinç fit l'autte une différen- 
tielle complète» 

Soit — s=s n 9 ]c divife la féconde différentielle par V* 9 
& 7 écris • • t\fn .-4-4- ads 

€ K n . ds -+- 



Or chacune de ces deux différentielles devant être com- 
plète > il faut que leur fomme fie leurs différences foient 
aufïi chacune une différentielle complète. 

On aura donc i°. en les ajoutant enfemble ( c j/*ÏT •+ *}» 

^ mhds s 



S Vit $Vn __ 

Soit »»»,»»«»»€ \fn 4- a s=2 » 



en fubftituant ces valeurs fie nommant + ( # > fie n ( *> j) 



1 

H 
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les fondions de u 6c de s qui viennent de la fubftitution 
de (» — s)Vn au lieu de t dans a(*,j) 6c r (*,*), 
on aura la transformée fuivante 

mdu •+* dm^{u y s) *t- Jxn(tf>0 
qui doit être une différentielle complète. On aura donc 
par le Théorème fondamental -^ •+• — r^— = — r^— 1 

r as dt a u 

s variant feu l dans le premier membre 6c * feul dans le 
fécond. Donc dm=s — à \ (n> s) *+* — — r Uy • Donc 
en prenant s pour variable 6c u pour confiant , onaw = 

2°. Retranchons maintenant la féconde de nos deux dif- 
férentielles de la première , nous aurons ( e }fn — * ) • 
fil _ ds \ _ ii^yi _ il£^Lf qu i doit encore être 

une différentielle complète/ 

Soit «.•»••«•* *Vn a sa /* 

on aura Mdy+.dyB(y f s) + dsF(y ,s) y transformée 
qui eft une différentielle exaâe. Donc on aura par le 
Théorème fondamental ^ •+• i^ll Œ i£XLil2 . & en 

4/ as a y * 

fuppofant s variable 6c y confiant /* = — s(y,x) •+• 
Or m = € j/Ot — * $ donc * >/n = « •+• m • De même 

IMasa + Cj/ï'; donc Sj/flTss:*» a. Donc *-+*M = 

m — * • Donc a = m? # Maintenant * = c j/T — M • 
Donc c = m - M . On. aura par .conféqueat les valeurs de 
<* 6c e , puifquon a celles de m 6c de m. 
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CLXXXVIÏ. 

Remarque. Il n'y auroit aucune difficulté pour l'in- 
tégration y quand même Vn feroit imaginaire. Car li a ôç 
* doivent être réelles > nous avons appris dans l'Introdg* 
âion à en faire évanouir les imaginaires* 

CLXXXVIIL 

Problème 4. Soient encore les deux différentielles Quatrième 
plus générales que les précédentes renferme les 

, , pois autres 

ads ■+• edtt 



& 

S*du+ptdu'+v*d$''hin<ids-*-dtA(U)S)-t-dsr(u f s) 
qui doivent être l'une & l'autre une différentielle exalte, 
trouver <* & e. 

Solution. Soit » « • • ku-hrs = gy 
&..••....«* fu + fs — ht, 
k > r > g> fy * > h ^ ont des confiantes indéterminées ; on 

gfy - hkt 

aura •••«•«•••.; = s^ 

/r - <P k * 

ou en changeant les lignes » = ^~*^ . 

On aura par conféquent ds = fe^; <** = ^^. 

Soît ... rr^rr =r A 

- f r - d^A 

- ft* 

/r - d'à 9 
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on aura » • • . ♦ . * » - ds = *dy-+~<tdt§ 

m 

& ♦ du =z *dy*+-vdt . 

Je fubftitue ces valeurs dans les deux différentielles pro- 
poses. La première devient 

• • ■ 

**dy ***tndy +>*ydf h- *vdt ; 

& la féconde multipliée par un coefficient indéterminé • 
fera ((?*-+- p s) *■+- (re-+-jw*) a j- * dy + *dy A(y>t) 

i°. J'ajoute enfemble ces deux différentielles , j'aurai 

^aXH-Ç^t j>a/-ii» H- pC/x» -+-.yC\if -*- iwaA») d;+ tidy Ay>t W- 

Il eft donc vifible qu'on pourra trouver les valeurs de * 
& * > fi dans cette équation ax + ^ + ?*v -+- y c^n «h 
7* a* h* fflaxii = o ; 6c (en prenant une autre valeur de » ) 

Mais pour que l'équation <*{*-+- j>*t*~t-mA«) 4-c.(m + 
jM» + yx») = o ait lieu x quelles que {oient les valeurs. de* 
& de s, il frut que A + fi u» + wA«=?o, fit qu'auffi 
M-HMi>»H-yAii=^Q. Cps .deux équations nous, donnent 



(i •+- mn)x =z v f Mn j d'où Ton tire — =^= " f ff - ; fie 

(«+?«) m = -yAuj d'où l'on tire J- = ' "* mf9 , Donc 

Nous tirerons de cette équation une 



m» — y n 



valeur de » telle que aA + ^ + j) a M8 + f e M „ + y a», + 

■ 

De mêmç pour que a(<p 4- fvn *+- w<p») h- s ( v +. pv* +. 
y<pff) = o, quelles que foient les valeurs de a & de s, il 
nut que 9 4- jv9 3- 1^9 » s o | fie vH-pv»+ ! y9»»|ss p. De 
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ces équations on tire ( 1 4-/»») 9 = — t V9 i ou — =* 

- ?" . &~ _ ^ /, . ^.\- . ~« * 



m» 



; & encore ( 1 -4-^») v = — y<p*> ou — 



l^^ m Donc ~ y * =" ""^-^ î & P ar conféquent . pour 
trouver « on aura la même équation qu'auparavant. 



Je la réfôus cette équation — ~ — = — — ; j'aurai 

<m-r-j>)i> _. 1 «*«*.- - : ' . ^ m *+"*)'♦. * ' ^u 

»* — — ' ■ — = — . I/OnC » — — ; aaas *+-« 

y 9 - mp y f- rnp *»\yf~*kt) 

j^-^+ J^?^ ,, Donc enfin . « -7^*-* 
i*- •U^-Km-f,)»] . & ce font-là les deux valeurs de ». 

Je multiplie la féconde différentielle transformée, i". 
par une des deux valeurs de » ; enfuite par l'autre ; j'aurai 
lps deux équations fuivantes : la première (pa/t-f-f Cja-h 

— <-y*-K4yfi-( — f)' }. rff . f 
* . (yj>-m?) / aF *./» *• 

La féconde fera ( j><xm h-j>Cm -h ycx -+- ««a) x 
fi^.»T^ y ^(— 77 \ , . /;»-+-r-K4rf-i- 0»-y)' l 

f. *-Lvf-'*t) J J t x.<y> i-mf>) J 

A ces deux différentielles j'ajoute la première différen- 

* 

tielle transformée («a + Cm) */y •4-{**-*-Cv) dt > à la- 
quelle je donne la forme fulvante ( £- -4- c ) m d y -t* 

{ ^ -*- « ) v «T* > j'aurai i°. {*«-*-/>«-+--£-(*€-*- *i»)} 
. /i Partit* X 
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2°. On aura {. (j»« -H />*-*- ~(rC -+-*w) ) >Ç 

( - * f : r^y.t ;r - - ^ ) •*■ t * « } -'y ■*• 

t ( .,^-t).(-*r-K.,n.(.-.)-)^-j + ,| 

Dans ces deux différentielles je mets au lieu de — fa 
valeur ■ " * * ■ , & au lieu de — fa valeur ~^- , en obfer- 
vant d'y prendre deux valeurs différentes de » ; & alors 
j'aurai deux différentielles intégrables par la méthode dq 
Problême 3. 

• CLXXXIX. 



de SeftOtiE u II ne peut y avoir de difficulté que <kri$ 
quelques cas deux cas. L'un feroit celui dans lequel l'équation *"/* ■ 

particuliers. t +*p 9 - . • i -H m» 

P» _ T ou bipn (vf-^w/?)»' — (**+?) " — ï *= d 
ne monterait pas ap fécond degré. Le fécond feroit celui 
dans lequel cette même équation ne pourrok fe réfbudrc. 
Le premier de ces deux cas arriverai £ *?*=smp : cal 
jllpi3'(arf-~?f0£)*' =**Oy ftc Téquatkin nlcfl pla$ que <$* 

• » 

premier, degré ; & pat conf&guea* « aa qu'une feule valent 
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lie fécond cas arrivera fi *?=**/?,& fi de plus m^ — p^ 
car alors on aurait — 1 =-= o > ce qui eft impoflible. Exa- 
minons ce qu'il faudra faire dans ces deux cas. 

i°. Si yf = mp , je fais p^k^K^ jautai y f =**wJt f .; 
donc y=: Km* Les deux différentielles feront donc la 
première 

6c la féconde 

t*du •+• fKzdu •+• Kcmds H- mai* 

-hdtA*iS-4+dsru,s $ 

ou bien, . 

« 

Soit maintenant . . . .. .... pm + ms = *, 

ton aura p du+mds »=ir, & foit a +K « «= m, la diffé- 
rentielle précédente deviendra celle-ci Mdt-t-dslu, s 
H- dtsu, s 6c fera «ne diâérentielle complète. On 
aura donc par le Théorème fondamental — •+• AZu '*_ 

P=* d ±£±. Donc ** — — dz* t t + iligLl . DoU 
(enfin m =« — e « , j -t- f t h-/£i£*1l£ i 

Pour déterminer a je fais les mêmes transformations fut 
la différentielle *<*f-i-c</«. Ces transformations nous 
donnent du = d -^±i , « — *Z2. Donc la première 
différentielle transformée fera <* ds -h ( — j . ( d " mdt \ j 

ta bien {J, + =£'_ * j. + ftï*., Sg! &k 
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tîelle précédente fe change en celle-ci (* — m) dy-+~ m dï* 
Donc comme elle eft une, différentielle complète, on aura 
-^ — -P* = -^ . Donc enfin « « m -h f-—^ • Donc 

auflî on aura la valeur de e , puifque e = ^p « 

s . Si Ton a /> = — iw & j>v = m/> , on fera ufage 
de la méthode que nous venons d'expofer pour le cas oà 
Ton a feulement j> y ±= /w/> . Àinfi ce fécond cas ne pré* 
fente aucune nouvelle difficulté. 

ex a 

S c h O l i E a. On pourroit encore être embaftaffé dan& 
le cas où * auroit fes deux racines égales. Examinons ce 
qu'il faut faire dans ce cas* lequel aura lieu fi — 4rj> =* 
(m — p) % y comme on le voit fans peine. Dans ce cas 
on fuppofera feulement «ah-Cm-h j>aMi»-+-p€Mi-f-yCx» + 
maxn = o} ce qui nous donne , en faifant le même raifon* 
nement que dans l'Article clxxxviiu — = "*" $ 6t 

— = \ — £^ • Donc on aura de même -^-J-^ = I+ ** : » 

donc à caufe deThypothefe préîente » = "»-*-? — . Je 

' . r z(Yf-.rnp) 

fubftîtue cette valeur de « dans le coefficient de d t ; c'eft- 
à-dire y dans a9-fr-Cv4-j>at/»H-/>et/»H-yC9fJ4-m<x<pfji. 6c la 
féconde transformée fera en prenant pour <p 6c pour v tout 
"ce qu'on voudra y *dy&yy t -+• {«(ç+X^+^O^ 
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• « 

N $ on aura la différentielle fuivante, 

dans laquelle Mac N repréfentent des confiantes données* 
Cette différentielle étant par Thypothefe une différent 
tielle complète , on aura Md * + «** +. £0£pO ^ 
±±1±2±I2. Donc Mda + Ndl = — d(*+y,t) •+• 
èydi* /, #) ^ Q n aura j onc | a va j eur j e Ma^Nz enj> 

& enr, ou ce qui revient au même en s & en u > puif- 
que, comme on la vu (Art. CLXXxvrn.) s = g lîZfk 
& # = - f* k Zfr* • Nous pourrons donc fuppofer 

"flC étant une confiante connue. Subftituant pour a cette 
valeur dans la différentielle ads-t+tdu qui par la fuppo- 
fition eft une différentielle exa&e* on aura t(Kds-hdu) 
-+• ds z u, s. Donc en fuppofant Ks+*u = r > on aura 
la transformée fuivante tdr-\-dsss y r qui doit encore 
être une différentielle complète: on trouvera donc' faci- 
lement la valeur de c en s & r > ou ce qui eft la même 
chofe en s & en u. 

CXCL 

Scholie j. Il y a encore un cas dans lequel la première 
méthode ne peut réuffir ; c'eft lorfque ?= o. Mais alors 
l'intégration n'en fera que plus facile. En effet, je donne 
à la féconde différentielle propofée fa du -f- cp du -f- 
yids-+-mcids-t~dtAU)S-hdsrH)S la forme fuivante 
mads-t-mtdu-hpidu — midu + yids'-k- dt Au, s «+* 
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dsru t s. Or par l'hypothefe «ds+sdu eft une diffé- 
rentielle exatte ; donc la partie reliante {p e — m e ) <j« •+- 
7êdf-f-rff A *,j-*-Jfr»,j doit encore être complète. 
Je fuppofc (/> — m) 8 + n = (, j'aurai la transformée 

fuivante e</f-t-<* + *, j-+-^ja*, s, 

qui fera une différentielle complète. Donc en fuivant les 
méthodes précédentes on déterminera facilement c ôc pac 
conséquent «. 

Si y étoit = o , alors on auroit pour féconde différen- 
tielle r*du-i-pîdu-+-m*ds>+-drAu t i-\-dsru s s à 
laquelle on donneroit la forme fuivante puds + ped* -+• 
(m* — pa) ds-ï-?*du-hdtAu t s-¥*dîiu,s. Oc pat 
l'hypothefe « d s •+• : d « eft une différentielle complète ; 
donc la partie reftante (m* — p*) ds-4*t a du-i-dt&it, s 
-H</sr«, s en eft auffi une. Suppofant (m — p) s-*-su 
«r, on déterminera » 6c enfuite e pat la même voie 
pat laquelle on a trouvé « & enfuite * dans l'article pré- 
cédent. 

Nous allons maintenant expofer les méthodes qui font 
connues pour l'intégration des différentielles d'un ordre 
plus élevé que le premier. 
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P^w/»r^'aF/ro3P''a&;aM t ^^ 




SECTION SECONDE. 

De l'Intégration des Différentielles à plufleurs 
variables du fécond ordre , ou d'un 

ordre plus élevé. 



L 



CXCII. 

Notion* 



es différences fécondes, trentièmes, quatrièmes > &c. - m™^*^ 
s'expriment de deux façons différentes , i°. de la façon 
fuivante ddx > dddx, ddddx, &c. en mettant l'un 
après l'autre un nombre de à égal au degré de la diffé- 
rence ; ou bien 2°# en mettant au à un expofant qui 
contienne un nombre d'unités égal au degré de la diffé- 
rence , comme d % x > d*x, d*x àc en général d n x . 

Nous réduirons ici les différentielles du fécond ordre à 
celles du premier , dont l'intégrçfion nous a occupés juf- „ 
qu'à préfent ; nous réduirons de même les différentielles 
du troilleme ordre à celles du fécond , & ainfi de fuite* 

CXCIII. 

Avant d'expliquer les règles qu'il faut fuivre dans l'in- 
tégration des équations à plufîeurs variables qui con- 
tiennent des fécondes , ou des troifiemes , ou des qqa- 
triemes différences , il eft bon de fe rappeller leur forma- 
tion. 
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La différence de y à x , en regardant y 6c à x comme 

variables, eft dydx+yddx. Celle de dydx+yddx 

eft dyddx"\-dxddy+*-yd % x-*rd % xdy) 6c ainfi des 

troisièmes, quatrièmes, 6cc. différences. 

De là il eft facile de tirer cette propofition. L'intégral* 

de dydx^ryd % x e&ydx. Celle de dyd* x + dxd*y 

*t-yd* x -4- d* xdy eft dydx+yddx . 

La différence de £ eft *> di *^****i . & celle de 

,_£ eft *y*,dd* + xd / d ,y, dxd > y l, dydx > Donc 

gtalc de " i% '~ 9 ?'* % ' '& ±\ & ainfi des autres. 

CXCIV. 

Remarque i. Lorfqu on pafle des premières diffé- 
rences aux différences fécondes , troifiemes , quatrièmes , 
&c, on regarde quelquefois comme confiante une diffé- 
rentielle du premier , du fécond , du t roi fie me ordre* 
Ainfi, par exemple, en différenciant x m dxdy , je puis 
regarder dx comme confiante , 6c alors la différentielle 
delà propofée fera mx m ~ l d$ % dy-{-x m dxddy, De là 
il fuit évidemment que quand dans cette même bypothefç 
il s'agira d'intégrer mx m ~ l dx % dy-\-x m dxddy , il fein- 
dra traiter dx comme une confiante ordinaire» 

excv. 

Remarque a. On doit de plus fe fouvenir que de 
même que dans la rédu&ion des différentielles du premier 

ordre 
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ordre aux grandeurs finies , on ajoute une confiante pour 
compléter l'intégrale , il en faut auffi ajoutçr une dans la 
réduction des fécondes différences aux premières > des 
troifiemes aux fécondes , &c. . Il fuit même de la Remar- 
que précédente que la confiante qu'il faudra ajouter à l'in- 
tégrale y fera une différentielle du premier ordre > lorfque 
la différentielle propofée fera du fécond > que cette con~ 
fiante fera une différentielle du fecond ordre > lorfque la 
propofée fera du troifieme ; & ainfi de fuite. Après ces 
notions préliminaires entrons en matière* 



CHAPITRE PREMIÈRE 

De l'intégration de certaines différentielles du 

fecond ordre , dans le cas où Von fait que telle 

ou telle différentielle du premier ordre a été traitée 

comme confiante dans le paffage des premières 

différences aux fécondes. 



s 
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Oit l'équation * ' J * =g zay ddxr\radxdy y âan$ ftemuf 



laquelle à * = (Art. x ci. Prem. Partie.) V\d# % *\-dy % ) 
eu Pélément de la rectification de la courbe > & eft fup~ 
"pofée confiante. J obferve que le fecond membre de cette 
équation feroit intégrable ,« s'il *étoit divifé par a Vy > ce 
^ue je puis trouver par le Théorème fondamental de U 
U. Partie, Y 
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m 

première Se&ion, en mettant z ôc dz au lieu de dx 
& de ddx ; j'obferve auffi que le premier membre 
<f * 4tant confiante , fera toujours intégrable , quelque 
fonâion de jr qui le divife ou le multiplie. Je divife donc 

toute l'équation par *Vy> elle devient hy * ydu sa 

*c m vy 

***** /!*«* Vl«*Â~UU -a by mm *~-*du 



^y x ddx^r 737- > dont l'intégrale eft 



,i ( WI ■+- j J • 1C 

ad y 7 dx *+- g du. gdu eft la confiante que j ajouts 
pour rendre l'intégrale complète* 

CXCVII. 

«xeml" 1 ^°k ï'^ < l uat * on y" 358 * ,"/ <t * > dans laquelle j>ix qui 
exprime l'élément de l'aire de la courbe , eft fuppofée 
'confiante > y repréfehte une fonction quelconque de j*« 
Pour intégrer cette équation , je la multiplie par idy > ce 
qui me donne 2 Ydy = ^2 — "^77^ • ^ r l'intégrale de 
cette équation ydx étant confiante , eft fiYdy =5 

jfjr yyax 1 — J J 

CXCVIIL 

Théine SUa propofée étoit Y= t u% ~J**' , & que dx ffc 
Confiante, y repréfentant une fonâion quelconque de jk 

JPuîfque.iIif.=B a |/ p (^«**i-iy t )s donc du* = dx % -*-dy*j 
^c difërentiant duddtt — dyddy. Subftituant cette va-? 
ieur de rfdhy dans l'équation j. & la multipliant par a y 4 

—- *^ ■ xt-j xydydu* t iyy duddu 2 __ ml . % . !>• -» 

on a a ar dy »g •*-*- — 4i > M *'j équation dont liffâ 
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fégrale eft fx Ydy =» ^ Hh n à x* • 

CXCIX. 

On pourroit encpce intégrer cette équ?tjop ; d'une ajifrç 
pianiere. Je mets pour dn fa Valeur ^(dy* ~)-dy*), ce 
qui me donne Y == dx% ^ y d ^ x Z yddj > 6c aiujtipliant paj 

*ydy, on a ardy»-^ 74771 ' • ° f 

d x étant confiante > on voit facilement que ^intégrale dé 

— d x* — dv x 

cette équation eft fiYdy = ■■ + ndx % ; qui 

eft abfolument la même que la précédente > puifque </# =* 

V(ix % + dy % ). 

C C. 

Qu'on nous demande maintenant l'intégrale de cette Quatrième 

rjf . v dxdy du* -h ydu* d dx - ydx duddu j | exemple, 

équation Y *= \ . . , — , dans la- 

* y dx dy dt* 

quelle du eft l'élément de Tare de la courbe, t eft une 
fon&ion de x ôc de y; aucune différentielle* n'ayant été 
prife pour confiante. Je multiplie toute l'équation par -^^ * 

. • 1 tVydxdydt* xdxdydu*-*-zydu*ddx-iydxduddu 

ce qui me donne — 8 J . — = — - — . . J , — : 

^ y* dx* y* dx * 

téduifant 6c multipliant le fécond membre de cette ^quq- 
iioji haut 6c b,as par mdx , . on . apra — ^7- = 

\ydydx* du* -h xy* du* dxlK - xy* dx* dud* u • j». * 

y + dx + I . 

. t ^a, r xYdydt* -du* «. y> 

■ . cci.. . •;.:■; 

a » ■ ■*• • f » 

v II arrive (buvent que dans une équation (elle différen- 
tielle eft confiante qui rend Tin tégution très-difficile^ H 

Vij 
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feroit alors fort utile de transformer l'équation en une 

autre dans laquelle cette différentielle fut variable. C'eft 

ce que nous apprend la méthode fuivante ; par fon moyen 

» 

en change l'équation propofée en une autre qui n'a aucune 
différentielle confiante. C'eft ce que M. Bernoulli appelle 
compléter une équation différentielle. Au refte , la mé- 
thode que nous donnons ici eft plus (impie 6c plus claicq 
que celle qu'emploie ce grand Géomètre. 



CHAPITRE IL 

Méthode pour rendre complètes les, équations diffé-. 

rentlelles de tous les degrés, 

, CCIL 

*~ ,!£!'°°" Problème. M"\ Ttant ' donnée une équation telle que* 
tiïAï«dit.4ddy-hBdx* + Cdy*-hEdxdy=io dans laquelle 

dïfëcon! or- d x eft con Ûan« > la transformer en une autre dans laquelle. 
**• dx.foit variable. 

Solution. , Soit AC <AÈpK — dx , KF=sdyi 
*dx étant confiant , on aura CD ou FG=sdx, GI=a> 
Figure 8. *ty * M = à dy. IH fera donc le ddy , dans le cas oà d% 
ne varie point ; c'eft par conféquent le ddy de l'équation! 
propofée. Faifons maintenant varier d x , & foit D E ou) 
GL=i ddx , on voit clairement que LM=dy-h ddy ? 
H s'agit donc de trouver la valeur du premier ddy, c'eâi 



IL Parti e. Sect. IL Chap. IL 157 
à-dire > de 1H en ddx & ddy, ce qui fera difparoître 
ce premier ddy, & mettra dans Péquation le nouveau 
"d'd'y avec le ddx. Or les triangles femblables FLM f 
FGH nous donrtent l'analogie fui vante LAÎ : GH :: 
FL : FG y c'eft-à-dire dy -H if if y : dy-t-ddy :: dx +>, 
'ddx: dx. Donc dydx-\- dxd'd'y = dxdy**- dyddx 

eft 
nul par rapport aux autres : j aurai ddy = jj 



dxddy^rddyddx. J'efface le terme ddy ddx qui 

I •, • i 1 « * «Pd'j -dyddx 



C'eft la valeur qu'il faut fubftituer dans l'équation propofée 
à la place de d ^ . Après cette fubftitution on aura une 
équation complète > c'eft-à-dire > qui ne contiendra plus 
de différentielle confiante, 

* • 

CCIIL 

On peut encore réfoudre ce Problême d'une autre ma- Autre ma* 
niere. Reprenons la propofée Addy-\-Bdx % + C^'+ foudre ce^ 



E d x dy = o , je la mets fous la forme fuivante t^l ^ Problêm * 

Cdv % d 

Bdx ^-jj- +\-Edy = o, ou bien Ad(-£) -4-. ..&c. 
= o . Or dans cette équation il ny a plus aucune diffé- 
rentielle confiante , puifque -— eft une quantité finie. 
Mais *.(£) — ****J-Jy*** . Ceft la vaIeur qu >ii 

ddv 

faudra fubftituer à -^~ dans l'équation précédente. Donc 
la valeur qu'il faut fubftituer à d dy fera d * dd >~ d > ddx > 
la même que nous avons déjà trouvée, 
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CCIV. 

A*ïï m£ ^oit ma * ntc n ant une équation différentielle du troifieme 
de aux diffé- orc j re Ad*y-k-Bdxddy + Cdx l -*Edy*-±-Fdydx* 

rentielles du y -' * ^ 



troifieme or- -4- D dyddy 

dre» 

-+- Gdxdy* = o dans laquelle dx eft confiant, & qu'oqt 
veut compléter. Je divife cette équation par dx* , & j'ai 
£1^ -*-... &c. = o,ou^4.(^)H-... &c. = o, 
réduite au cas des équations du fécond ordre* Pour trou- 
ver maintenant la valeur qu'il faudra fubftituer au lieu de 
d'y t je «nets l'équation fous cette forme Add(-j^) 

""* dx 
. -*-... &C.=:0. Soit/>=47> d P= sd '^)>^ 

==</.(ii), on aura d.(£) = dd . (£). Mais ^ 
- (Art.ccm.) ddp^-iî^L _ ^'.'(if) - £. 

J / <*/ \ dx x d*y~sdxddxddy-h$dyddx*-dydxd i x ^ 

a v 77 ) = : S7ï — • Donc 

^ ^. Jj/ <*/ \ d% y ix x d l y-idxddxddj+idjddx % -djdxd*x 

-; — , OU aa ( -— ) , OU 7-7 = r-r ■ ■ « 

dx * \ dx ' ' dx % dx* 

d*~ 

Donc enfin # la valeur à fubftituer dans l'équatipn pouc 

» j |v dx x d l y - \dxddxddy -f- $dyddx x - dydxd 1 x 

y iera - dx* 

c c v. 

On trouveroit de même pour les équations du qua- 
trième , du cinquième, &c* ordre, les valeurs qu'il y fau- 
drait fubftituer à la place de d*y > d*y, &c. pour rendra 
ces équations complètes» 
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CCVL 

Scholie. Mais f demandera-t-on , quel avantage re- En quoi con- 
tirerons-nous de compléter ici l'équation proposée ? n'eft- de cette mé- 
ce pas au contraire en rendre l'intégration plus difficile? ° c * 
Cet avantage eft très -réel : après avoir rendu l'équation 
complète, nous ferons" les maîtres de traiter comme con- 
fiante la différentielle qui facilitera le plus la réduction aux 
premières différences. Quelques exemples vont nous en 

convaincre. 

CCVII. 

Soit propofée d'intégrer l'équation dx % dy — dy % = Sonapplica* 
adxddy -4- xdxddy dans laquelle dx eft confiant , & fours exem- 
où l'on voudroit que dy le fôt. Je rends d'abord l'équa-* 
tion complète , & pour cela au lieu de d dy je mets fa CX çS" 
valeur — — y J ? — - i cette fubftltution me donne dx % dy 



*— dy* = adxddy — adyddx-\- xdxddy — xdyddx 9 

équation dans laquelle aucune différentielle n'eft confiante. 

Je fuppofe à préfent que dy eft -confiante ; j'aurai donc 

ddy = o ; donc la propofée devient dx* — dy* -+» addx 

+\-xddx = o y dont l'intégrale eft xdx~\-adx — y dy % 

= Cdy . 

CCVIII. 

Qu'on propofe maintenant l'équation fuivante, Second 

*dy> + xyàdy+ydyd* xxdx-aadx d j jj exemple plot 

ydy aa-hxx ' lavjuwn^ ^« compliqué 

a traité comme confiante ydx, 6c qu'on veut transformer ^ r# le pre * 
çn une autre dans laquelle ydx (bit variable Ôc xdy 
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confiante; puifque ydx eft confiante , on aura ddy =s 
d(l>) y ydx: c'eft-à-dire ddy = *"»■*+'-**» . 
Je fubftitue pour d<ty cette valeur dans l'équation pro- 
pofée , elle devient ^ -*- dx -4- 2^*1' — ^ -***** 
= "i*^ ^ i équation dans laquelle aucune différen- 
tielle n'eft confiante. Je prends maintenant pour confiante 
xdy ; cette fuppofition me donne xddy-t-dydx=zo> 
ou bien -^ = — ddy. Je fubftitue dans la transformée 
pour ddy cette valeur , & je trouve *— -\-dx — dx 

xdy xddx xxdx-aadx »^ ,» .-* dd* 

— - - — = . Uonç en réduifant on a r- 

y dx a a -+- xx dx 

x xdx—a adx ■«■>• « •» • i j ri i xdv 

r . J intègre , ôc j ai — ldx-*-lxdy } ou / 



4 4 jr .+- yi o'i «/ ♦ d x 

i«/(«f±L*). Donc ^ = *^±^, ou bien «xiy.. 
aadx-\-xxdx', ou enfin dysss^—^^dx, Ponç^rf- 

A4 



CC IX, 



dxâdf 



Troifieme Soit enfin propofé d'intégrer l'équation fuivante 

— -£— - sB=s * "*" , dans laquelle j^# eft confiante» 
Pour compléter cette équation , je mets au lieu de ddy 
fa valeur trouvée plus haut ' Mi ' "***/ "'''"', «c 

L ydx ' 



- dxddy H- dyddx dx x -hdy 9 



j'aurai la transformée fuivante - 

9 dy x 

qui eft complète. Suppofons à préfçnt que dy eft confiant, 
nous aurons ddy^=*o 9 donc l'équation à intégrer cûxdd# 
*=dx*+-dy % . 

c c x. 

Maintenant que nous (bonnes les maître? dp fuppofet 

toujours 
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toujours que dans l'équation aucune différentielle n'eft 
confiante , il eft à propos d'examiner fi on ne pourroit 
pas au moins dans certains cas déterminer quelle eft la 
différentielle qui prife pour confiante } rendra l'équation 
plus facile- à intégrer. 



CHAPITRE II I. 

m 

Méthode pour déterminer > dans quelques cas y la 
différentielle quifuppofée confiante facilitera 

le plus V intégration. 



o 



CC XI. 



N ne peut pas donner de règle générale pour re- 
connoître dans tous les cas quelle eft la fluxion qu on 
doit regarder comme confiante , afin que l'intégration en 
devienne plus facile ; on peut cependant fe guider quel- 
quefois par l'obfervation fuivantç. Je cherche fi dans la 
propofée il y a deux ,. trois , &c. termes qui multipliés 
ou divifés par un fa&eur commun puiflent s'intégrer. J'en 
prends l'intégrale j & c'eft celle que je fuppofe confiante. 

CC XII. 

• Son appliea« 

Soit y par exemple > propofé -d'intégrer l'équation fui- qu« exem- 
frante X = d ?' + ****** *'**"1-''*''9 dans laquelle ^ 

xx l dy l ' \ p 

X repréfente une fonâion quelconque de x. J'obferve exemple. 
IL Partit* X 
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que dans cette équation lesdeux termes dx'dy-hxdxddy 
divifés par dx, donnent dxdy^xddy, dont l'intégrale 
eft xdy. Je vois encore que dx*dy — xdyddx divifés 
par — * x dy , donnent " dxl + xdd * . différentielle dont 

• dx ** 

l'intégrale eft — # Je puis donc également fuppofer pour 
confiantes xdy & -^ . Ces deux fuppofitions détruiront 
également deux termes» 

Soit i°. fuppofée xdy égale à une confiante c, on 
aura xddy-^dydx^so^àc multipliant par dx , xdxddy 
•+• dy dx* = o ; ce qui réduit la propofée à l'équation 
fuivante X^ ï'^*'^** . Mais xddy + dxdy-** 

donne dy = — ^ — £ . donc en fubftkuant pour dy cette 
valeur , on aura X= ~^V — ^£ , c'eft-à-dire , 

x* 1 dxdy 1 %x l dy* ' *- 

V -*dy % ddy-xd ydxddx v - dy* ddy - dydxddx 

A — . OU A = -r-3 — j — i — • 

xx l dxdy* * ix* dxdy 1 

Mais xdy = c: donc ^r = J- . Donc X = " **» T' *""* * 

**.< yj tt - dyddy-dxddx - . . „ r . 

ou Ad* = — f & en intégrant on zfXdx 

CC XIII. 

Remarque. Quand on eft arrivé à l'équation -Y==t 

— T7«77« — » on P cut abréger le calcul en multipliant 
l'équation par dx ; ce qui donne Xdx = ~ — ^1 k 
dont l'intégrale eft (xdy étant confiante) fXdx'=a 

"" 4^1 """ 4X ^y t ± "> qui eft la même que la préce* 
dente. 
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CCXIV. 

dx 

a . Prenons à préfent pour confiante — ; cette fup-^ 
pofition nous donnera * — * ■ = o > 6c en multipliant 



par — xxdy , on a — xdy ddx -+• dx * dy — o , équa- 
tion qui fait évanouir le fécond 6c le troifieme terme de 
la propofée. Elle devient donc X = y ^*^* — - i je 
la multiplie par dx > ce qui me donne Xdx = 

dxdy* -hxdx* day t >* / i i 7 /il 

>jr> ^ , . L intégrale de cette équation eft , à 

caufe de — ou -^ qui eft confiante , [Xdx = 

d X x 

C ; ainfi que nou%l'avons trouvé ci-deflus. 



4 * l dy x 

CCXV. 

Soit propofé d'intégrer l'équation fuivante xyx(dxddy 
-—dyddx)=sydydx % — y y d Ydy % — xdxdy > dans la- 
quelle Y repréfente une fon&ion quelconque de y. 

Je remarque que dans cette équation il y a trois termes 
lavoir y xdy ddx -\~ydydx* — xdxdy* qui divifés par y y dy 

yxddx-hydx* — xdxdy 



9 



forment une différentielle complète , 

d ** 

dont l'intégrale eft — - . Je prends donc pour èonftante 

*— ; ce qui me donne en différentiant — — *"*"* * 

y ^ . * • yy 

*= o . Donc la propofée fe réduit à xydxddy •+« 
yyiYiy % =*o, c'cft-à-dire, dY=—?^, équation 
dont l'intégrale eft Ks^ — H-C; ce qui eft évident, 

*àx . ~ ya * — ^ 

— étant confiante* 

X* 
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m 



Conditions 
çie cette me- 



CHAPITRE IV. 

Dans lequel on applique aux équations différen- 
tielles de tous les ordres la méthode de l'article 
qui apprend à intégrer ou conjlruire les équations 
différentielles du premier degré dans le/quelles 
Vune des indéterminées finies ne fe trouve a 

aucun terme. 

CCXVL 

X il Ous avons vu ( Art. cxl. ) que Ton pouvoir toujours 
cx,ge- intégrer ou conftruire les équations différentielles du pre- 
mier degré , lorfque Tune de leurs indéterminées finies ne- 
s'y trouve pas ; la méthode expofée dans cet article s'étend 
encore aux équations différentielles de tous les ordres* 
Par exemple > lorfque dans une équation différentielle du 
fécond ordre lune ou l'autre des deux indéterminées ne 
s'y trouve pas , & qu'il n'y entre que fes différences pre- 
mières ou fécondes combinées comme on le veut, ôc éle- 
• 

vées à des puiffances quelconques, il fera toujours pofïïble 
de parvenir à la féparation. Le. procédé qu'il faut fuivre 
pour cela confifte à faire la première différence qui eft 
variable , égale à la fluxion prife pour confiante y multi^ 
pliée^ par une nouvelle indéterminée,. 
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CCXVIL 

m 



_, g ' g** jv» ê ^ vi ' j bj xûyààx^râdxiy Son appli- 

Soit propofé d'intégrer I équation -^ = 7 dud - cation à P iu- 

dans laquelle du = Vdx % -*rdy % eft fuppofé conftant > tions du fe-, 

* * . cond ordre» 

& l'indéterminée finie « ne fe trouve pas- Suivant ce premiet 
que nous venons *de dire » je fais dx*=*zdu f exemple* 

ce qui me donne « . t t * ddx.==* dzdu* 

J ai donc la transformée fuivante -£- « ' ^^/t^ * % 

c 

& en réduifknt ^ « <«/**-—*> ^ ijTiy 



m i« *. m' 

c * ■ ç 



aaydz-+-az*dy. Je divife cette équation: par %Vy $ 

by m ~*dy „j„*>-***dy 



elle devient -^ Z s» a dz Vy ■+• ^y , équation dont 



2C 
m 



m * zVy 



f intégrale eft — Z =: azVJ^ C: Maïs z 






.- î donc l'intégrale cherchée eft ^ — = adxtfy 

au w m* . m r • 



CCXVIII. 

Soit maintenant l'équation à intégre* Yyydydx*-** SecomT 
dud du = o, dans laquelle F repréfente une fonâion cxcmp0# 
de y y du eft l'élément de la courbe > égal par conféquent 
à \f(dx % ~\-dy % ) > ydx eft la fluxion prife pour confian- 
te , & dans laquelle l'indéterminée u ne fe trouve pas. 
, Je fais ♦ ♦• # * * • • • . du = zydx 

<£ du = ydzdx 9 
4k après la fubfiitutïon Téquatioa eft Yytdydx* 
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— y*zdzdx % , & en réduifant Ydy = — zdz. L'inté- 
grale de cette équation eft [Y à y = — — ^ C. Mais 
z% aa * >7^ ** *y?àx\ • Donc intégrale cherchée fera 



d x 



V(%Cyy~ir*yyfïày) 



CCXIX. 



Autre ma- Remarque* On peutf ericofe téduire aux premières 
grer les éoua- différences les équations qui font dans le cas des précé- 
dentes/ ~ dentés , en fe fervant de la fubftitution que nous avons 

employée (Art. cXL.) pour les différentielles du premier 
degré. Gette fubftitution confifte à égaler la première dif- 
férence de l'indéterminée qui manque , à une nouvelle 
indéterminée multipliée par la première différence de l'au- 
tre inconnue. 

ccxx. 

Appliquée Je reprends l'équation précédente Yy* dy dx* H* duddu 
précédent. = o ; je fuppofe dx — zdu } ce qui me donne ddx =* 

dzdu-\-zddu y d'où l'on tire ddu= — * ~ z u m Après 
avoir fubftitué lés valeurs dans l'équation , elle devient 
Yy*z* dydu* = z — - . Mais par la fuppofîtion 

ydx eft confiant ; doncy ddx -hdydx = o, donc ddv 
s= ~ > ou en mettant pour dx fa valeur, ddx =* 

— - y . Subftituant dans la transformée cette valeur dç 

ddx! on a Yy***dydu* — ^ -t-Î^C , & en ré- 

dx à% 

duifant Yz % y*dy** -r- *H — . Soit maintenantes » t t 
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. . ^ w . ydz-hpdy dt - dz dy dt 

•J * yz t * « y $ 

Donc Yt % ày=t—-) 6c Ydy =» 77- > équation dont l'in- 
tégrale eft /Ydy sa —^jhC. Maintenant t$=;z*y* 

= ^=j*^>ï™kdedu = }f(dx- + dy-)é ' 
Donc en remettant ces valeurs dans l'intégrale trouvée * 
on aura 2/Ydy =s ~ dx% ~* y% + 2C, & enfin dx =* 

V (*€„-%,* fri,-i> > ^ < l uation 9 UC nous avions dé i a ttou * 
yée par l'autre méthode. . 

CCXXI. 

Soit encore propofé d'intégrer l'équation Yy*dydx' Troîiîeffl* 
ss dxdydu* -\-ydu % ddx — ydxduddu, dans laquelle 
je puis fuppofer confiante la flqxion que je voudrai , Keft 
une fonâion quelconque de y & de confiantes. 

Prenons d'abord dx confiante > cette fuppofition donne 
ddx = o } & £iit difparoître le terme ydu % ddx. L'é- 
quation eft donc Yy*dydx* = dydu % ~yduddu* 
Pour la réduire je fais • . ; . du **= zdx> 

ddu se dzdxf 
d*où je tire la transformée fuivante Ky 1 dydx % =*z % dydx* 
—yzdzdx* > & en divifant par dx % > Yy* dy = z % dy 
±~yzdz y ou Yy*dy = ( — — -*-— ) x z'jf • Pour intégrer 

cette équation je fuppofe — == — J je prends la différence 
du logarithme de cette équatipn , j'ai * *"* ' g? rr.-rr * 



v/ 



1 



i<58 Traite' du Calcul inte'graz: 

& en réduifant — = • Nous avons d'ail leur* 

yt=z. Donc en fubUituant ces valeurs dans l'équation 
Yy'dy = (^- — if ).**.)>, elle devient Yy*ày~m 
^.— xy*t*> ou bien Ydy = — frff, équation dont 
l'intégrale eft /Ti^ = — — Hh C : mais — = — • 
Donc on a JYdy = — — + C ; & en mettant pour s 

& valeur —, on a fYdy = — - H- C. 

Si on prend d# confiant, alors ddu = o, & l'équa- 
tion Yy' dydx* = dxdydu % -hydu % ddx — ydxduddu 
devient Yy*dydx* =? dxdydu % ^rydu % ddx. Soit 
maintenant dx*=zdu\ ddx=*dzdu > l'équation en y 
(ubftituant ces valeurs devient Yy* dy .z* du* — zdydu* 

y dzdu* $ qu bien Ydy == ' dy ^ r J[^ • Donc en inté- 
grant on a fYdy =* ^p ± C f 6c en remettant pour 2 
fa valeur -—- , . l'intégrale cherchée eft /Y'ty *= XJ ^ it i 

Ç y la même que nous venons de trouver. 



CCXXIÏ, 

Application S chôme 2. Cette méthode s'appliquera aux- différen- 

de la méthode • n i> j i /i y ir j 

à des équa- tielles d un ordre plus élevé que le fécond , pourvu que 
dre n piusélcvé ^aos celles du troifieme ordre > par exemple > l'une ôc 1 au- 
queiefccond. ^ c fe $ j^ y^i^^ fi n i es x ai y manquent, que dans 

celles du quatrième ? outre J\ine des deux variables finies 
x y y y il manqué encore Tune ou l'autre des premières 
différences dx ydy avôc leurs fondions. On réduira par la 
même- méthode les équations différentielles du Cinquième 
«ordre , dans le pas où les deux variables finies x ôc y, 



.- " 
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& leurs deux premières différences dx $ dy > manquent; 
celles du fixieme , pourvu qu'autre cela il manque encore 
Tune ou l'autre des fécondes différences ddx + ou ddy $ 
& ainiî de fuite. 

ccxxin. • 



Soit l'équation dxd* y -hdx* d* y = d x* 



j 4 i*. A une 

y * équation du 
troiiieme or-» 



fufceptible , comme on le voit , de la méthpdç préfente • l l oi 
puifque les deux indéterminées finies x fie y rie sVtrotï- 
Vent pas ; dx eft cpnftant dans cette .équation. Je fais 



y. 'u \s j 



par conféquçnt 



. .» < 



* : / 



— ^T a J^ 
ddfdx 






«*'.? 



Après avoir fubftitué ces -valeurs dans la propofée , elle 



j . dx l ddp . dx l dp , . p*dx* i 

devient . ■■ y H- —--£..=*= */*♦ -j-,*—- ,j T .donc 



J4p -+- <f*df 



rf#*. 



4j 

^rr- > équ^tioh r^dftût^ au. focond 



».i 



4 

ordre. 

- S»ppofant toujours ^^içonftwt^ je fais ^.^ 4p> p 

ce qui me donne • ■. ; ' .- • - V ^y»* * à dp: l 

■ c» «^» 



4 



fài après la futftitution , 

^ — dx -{-C_ • m^iis <t# î= — - ; donc on 
a ' ' ■ ,. • *» -^ -fc. ^fi&» . 4qu»tio4: r^4uite .aux, pre ? 



ou 



Mi" 



dq 



ab 



bip 
7 



prières différences. 



**4 

CC.XXIV. 



1 



'\r* 



' * ;n 



UO if" 



t * 



! • I. 



t Soit maintenant l'équation différentielle' dit ^datriettw i*. a une 
(ardre d*y-À-.dxd*y~d#Z'4*y'x 

Il Partie. Y 



ç,/cUûs laquelle d* ^£e. 



donc ..-...; r —^ = dy 
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eft confiant y & les deux indéterminées finies x, y, avec 
la première différence dy ne fe trouvent pas. Je fuppofe 

9 

A D À x 

& par conséquent • •**••• ■-£ — = drfy 

_£ — = rf'y 

donc en fubftituant pour ddy , */\y, i 4 jj ces valeurs, 
f aurai la transformée fui van te d*p-¥-dxd % p — dx % dp = o y 
équation qui eft dans le cas de celle de l'exemple pré- 
cédent ; donc en opérant comme nous venons de faire % 
on la ramènera aux preflmiftreS différences* 

, ccxxv. 

^ 4 - 

% 

Cas partî- S choisie 3* Parmi les équations qui ne font pas fuP- 

culiers qui fe . * . L 

ramènent aux ceptiUes delà méthode précédentes parce que les deux 

précédents r , r n 

par le choix indéterminées finies s'y trouvent ^ il y en a quelques-une* 

de la confhui* , • • A v/r/ 

te. qu on y peut ramener, Qft prenant four confiante une diffé- 

rentieUe telle que # toijs les teriyieç affeâés de Tune des 
deux indéterminées finies difparoifTent , & qu'il ne reile 
que ceux qui contiennent 1 autre. 

Dans ce cas eft l'équation fuivante dx 3 — dxdy % = 

* • * 

ydg âdx 1 ^ 2* dy-d dy ? dan? laquelle nous pouvons fop- 
poler confiant ou </#, ou iy. Si nous faifons la pre«* 
miere fuppofition , nous aurons ddx = o , & par confé- 
» . querit Jô; târrtà' y dx ddx s'cVanouic ; fr c'cÛ dy que 

nous ttaicoA* oteapoz .contUnt., ddy** a fait difpacoitro 
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le terme axdyddy; donc dans l'une & l'autre fuppofi- 

tion il ne refte que lune des deux indéterminées finies. 

Soit donc dx confiant , on aura dx l —~ dxdy* =w 

axdyddy. Je fais * . . . « • dy ***>*-£ 

donc en fubftituant Saurai dx f — - — — « î*t P * 9 

9 a a aa 

c'eft- à-dire a * d x ~ppdx == jixpdp , où -5- = -i£ -£- . 
Donc en intégrant on a /*== — l(aa — pp)-\-lm> 
& x = — - — • Je remets pour p fa valeur ^ , j'ai 

aa - pp * f dx * ' 

* = m . x s & par conféquent x =*= — -r 1 " * — — 

~** T ~ mdx* ' 

ou enfin aady* œaadx* — -—-- < 

CCXXVI. 

D'autres cas fe ramèneront à notre méthode pat de fim- Autres cm 
pies (ub&itutions. Soit, pat exemple, x m ddx =yddy Çufîty 4£e- 
+ dy'+yydy* ,rc&*ydy = dz t d'où je tire, Sy^ 

><*<(> -4- <V* a» <*<*Z ftit,,tiol,, • 

yydy* = dz*. 

Donc en fubftituant ces valeurs on auca pour transformée- 
l'équation x m ddx = ddz-i-dz* , dans laquelle' l'une des 
deux indéterminées finies znefe trouve pas. 

CCXXVIL 

11 y a encore un autre cas plus général que les precé- 
ffents ; c'eft celui dans lequel on n'a que des d dy , des 

Yii 
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dy Se des dx : car alors en faifant dy = zdx, dx étant 
confiant , l'équation , comme il eft évident , fe ramené* 
ra toujours aux premières différences. Maintenant nous 
allons expofer une méthode générale pour ramener a notre 
dernier cas un très-grand nombre d'équations différentielles* 



CHAPITRE V. 

iMéthode pour transformer un grand nombre d'é- 
quations différentielles qui renferment leurs' deux 

* indéterminées fîmes y en d'autres dans lef quelles 
Vune des deux ne fe trouve pas. 

CCXXVIII. 

« . 1 a A méthode que nous allons expliquer eft fondée fur 

Fondement * m m * f * 

de cette mé- le principe du calcul des exponentielles. Si l'on a une 

quantité telle que c* , dans laquelle c défîgne un nombre 
dont le logarithme eft l'unité* fa différentielle fera, comme 
nous- l'avons vu dans l'Introduâion , c* dx , fa féconde 
différence c" ddx-ï-c* dx % » fa différence troifiéme c*d* x 
•4- 3 c* dxddx ~H c* dx* , & ainfi de fuite. Or dans ces 
différentielles l'indéterminée finie x ne fe trouve que dans 
l'expofant. Cette considération fit p enfer à M. Euler qui 
eft l'inventeur de cette méthode , que fi dans les équations 
différentielles d'un ordre plus élevé que le premier , on 
iubftitupfr aux indéterminées des exponentielles telles qup 
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les précédentes , les variables finies ne fe trouveraient plus 
qu'aux expofants» La , difficulté feroit alors réduite à faire 
évanouir les exponentielles introduites à la place des varia- 
blés* Car par ce moyen l'équation fera délivrée de l'une 
de fes indéterminées , dont il ne reliera que les diffé- 
rences» 

CCXXIX. 

\ I 

La méthode réuflira pour toutes les équations différen- ^^£. 
tielles du fécond ordre qui font dans un des trois cas quels *'*&*? 

* que cette me- 

fuivants. thode - 

i°. Pour celles qui n'ont que deux termes & qui font 
comprifes dans la formule fuivante, 

ax m dx* — y n dy f ~ z ddy = o. 
2 . Pour toutes les équations dans lefquelles les indéter- 
minées & leur^ différences ont le même nombre de di- 
menfïons dans chaque terme. La formule fuivante peut 
les repréfenter : 

*x m y~ m ~ 1 dx* dy z ~* -\-bx n y m ' n *~ 1 dx* dy l ~*— ddy* 
3. Pour les équations dans lefquelles Tune des deux va- 
riables avec fes différences a le même nombre de dimen- 
sions dans chaque terme. Mais il faut diftinguer deux cas ; 
le premier , quand la première différentielle de l'indéter- 
minée qui a par-tout le même nombre de dimenfîons eft 
confiante ; 6c ce cas peut fe repréfenter par la formule > 
x dy . -h (£x dix dy = dx ddy , 



dans laquelle x a dans tous les termes le nombre m de 
dimenfîons , à x eft confiante > P & Q font des fondions 
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quelconques de y . Le fécond cas arrive lorsque c'eft 1$ 
première différentielle de l'autre variable, qui eu confiante* 
& ce dernier eft compris dans la formule * 
x rf^ -h Q# dx dy sbp 49 Aa#* 



dans laquelle t/y eft confiant, P 6c Q font des fondions 
de y y x a , comme on le voit , dans chaque terme la 
nombre m de dimenfions. 

Nous allons examiner féparément les quatre formules 
précédentes* 

ccxxx. 

du Problème 1. Intégrer les équations telles que 
premier cas ax m dx f = y " dy f "* <J^y« dans laquelle </# eft confiant* 

de la mctho- * ' * * fcw 

de. Solution. Soit x = c 

& • y = <:%, 

A eft upe quantité arbitraire qu'on déterminera dans la 
fuite de l'opération , u Oc t font deux nouvelles variables* 
La fuppofîtion de x = c u & de y = c u t , nous donne 
Jx =2 hc du 
ddx = 4**" x (ddm + àdm*) 

dy =* c dt^rc u tdu 
ddy *= ** x {ddt-\-xdtdu-*-tdm % -±-tddu). 
Mais par l'hypothefe ^x eft confiant ; on aura donc Jijc 
= 0, donc aufli Ac u x(ddu-t-hdu % )=zo y c'eft-à* 
dire , ddu = — h du* & en fubftituant pour <f</n cette 
valeur dans celle de ddy t on a 

ddy sa c u x (ddt-h2dtdu-i-(i~ h)tdu*). 
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Subâituons dans la propofée pour x> y > &c. leurs valeurs, 
elle devient ac hmu h* c h * u du* « c nu t n x (c u dt + 
t"tdu)*~ t xc u (ddt+2dtdu + (i—h)tdu % )> c'eft- 
a-dire, ^r v * h x du* = *^ r ' r x (a* ^ 
tdu)*~ % x (ddt + 2dtdu+>(\— )tdu % )/ 

Maintenant il s'agit de déterminer A > de manière que 
les exponentielles s'évanouiflent. Or pour cela on voit 
bien qu'il faut que n -*-p — 1 = hm^kp , ce qui donne 
L — ,lH " ? "" 1 ; donc l'équation précédente devient (B) 



m -f- p 



fOLtlzDLisL } « ,«.(*, + tdu) 9~* x (ddt + 



Wl-II -f- I 



ndtdu-\- ( ~ ■ ) * rf * * ) , laquelle ne contient plus, 
qu'une des variables finies , favoir t , & fe trouve par 
conféquent réduite au cas du Chapitre précédent. 
Puifqu'on trouve h » m _f ~ - ,*il eft facile de voir que 

les fubftitutions à faire font x = A m " hp ' & y = c a *> 
dans lefquelles bn obfervera que « -4-/? — 1 eft la fomme 
des dimenfions de/,. 6c m+p > celle des dimenfions de 
a:. Cette remarque doit fervir à déterminer fur le champ 
dans les cas particuliers la valeur qu'on doit donner à h , 

CCXXXI. 

Appliquons maintenant à la formule réduite la méthode 
de l'Art, ccx vi. Soit du = zdt, on aura ddu — dzdt 
zddtj mais la fuppofition de dx confiant , nous a 
donné plus haut Àdu = — h du* : on aura donc en 

« ■ 

mettant pour h y & pour du leurs valeurs > ddu =9 
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(LUHZ) zzdt % \ àoncC——-) zzdt % =*zddt-*-dzdtt 

% m -1-0 / >> m -+- * ' 9 



'zdr 



m-hp ' v m -+-p 

doù l'on tire ddt — ( — -^ ) zdt % — . Je fubftitue 

dans l'équation (B) les valeurs de du & de ddt> j'ai 
a(»+t- l ) f az f dt f = ^.(rfn-**^)'"* * 

ou bien en divifant par 4t f ~ l , fie multipliant par z, on 
aura (D) (^l^lziy z.^' dt ^=t u x {(i + tz)*~ x x 

— -T- — £ ) 22^+ ( — — ) tZ l dt dz \ % 

équation réduite aux premières différences. 

La fuppofition do du=zzdt fie la valeur n " h *" f trou- 
vée pour h> nous apprennent que pour réduire fur le champ 

/ÎL±2ZiN/: 

l'équation propofée* il fallgit faire x ^c^ m + ? ' 

fie • • y = ct* d9 t% 

ou , ce qui revient au même , x = c v * . ' J 
fie . . . ., j = /-*■*>'«",. 

CCXXXII. 

Coroll. De ce que nous fuppofons x = * "" f "^" * " * ' , 

i 

il s'enfuit que c****' == x"*-*- « ; donc f(zdt)lc a 

t * d x 

— /# ; donc à caufe de /c = i * £<i* = 7— — : — r- # 

mais la fuppofition de y =>**** * %y nous donne 
/y =5 (m-4-p) f (zdt) U ~t- It ; donc en mettant pour 
fz dt fa valeur en x y on a /> = ( J^pLî )'/*-+•/*;■ 






donc ^ss*"-*-'-' *, fie t^^y"^^ 1 j donc <£* 
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-m-p t m-HH-ip-* ) 

x n-i- p — d t m + t \ xyx V «-HP-I j Xf r> onc J 

en mettant pour *J* cette valeur dans l'équation zdt=z ' 



— m — p 



E- , /* , , on aura s* 1 "*-'-' <y — ( M ™t ? ) 

yj&# v *+p-* ' dx == 7—— — r" i donc en fi n « = = a 

i x 

(n+f-i)^^- 1 dy—(m+p)yx (*+'-*' dx* 

Donc il eft évident que fi nous avons la valeur de z en t 9 

pu celle de r en z> on pourra trouver le rapport de. x ky. 

Appliquons la méthode précédente à quelques exemples 

jparticuliers. 

CCXXXIIL 

Applicatîotf 

Soit l'équation xdxdy = yddy dans laquelle dx eft ^ formule 

1 s s s -\ a deux exem- 

fconftant. Comparant cette équation avec la formule > j'ai {£* parâw 

a = 1 

m = 1 

£ = 1 

» = 1 ; 

Mettant donc ces valeurs dans l'équation différentielle du 
premier degré ( D ) trouvée plus haut , on a ^-^ = r 



( i -Wz)" 1 x {{z 7, dt-\-\tz* dt — dz) ; ou en réduis 
fant z* dt + tz* dt = 3 tz* dt-+*z 9 1 % dt — ztdz* 



CCXXXIV. 

Soit encore propofé de réduire aux premières différent 
fces l'équation — * = —~- , dans laquelle dx eft confiant. 
Comparant cette équation avec notre formule , on trouvQ 
//. Partie* Z 
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f — L 

m = — - 1 ; 
on aurait donc dans le cas préfent p-ï-m =* o , donc 
tous les termes de l'équation réduite feroient infinis , fie 
par conféquent la méthode ne peut fervir dans ce cas. 

Mais alors l'intégration eft facile. Car on a xddy =s 
aydydx; mais d x confiant donne ddx — o : donc 
l'intégrale du premier membre eft xdy — ydx y 6c celle 
du fécond eft Ayy . Donc on aura y ~ y = — - -H 
Cdx. 

ccxxxv. 

Seconde Problème 2. Intégrer les équations qui fe rappor- 
méthode. tent à la formule générale ax m y~ rn ~ l dx* dy*~* -hbx* 



y~ n ~ l *lx q dy z ~ q = ddy y dans laquelle dx eft confiant» 

Solution* Soit x = c u 

y = c u t 

j'aurai dx = c u du f 

& comme dx eft confiant , c* ddu-\-c u du* == oj c'eft* 
à-dire, ddu=. — du* > on a zutti 
dy == c u dt-\* c u tdu 
ddy <= c u .(ddt-t- 2dudt-*-tdu***-tddu)i . 
fie à caufe que nous avons ddu = — du*> 

ddy = c u .(ddt-*-2dudt). 
Subftfruant ces valeurs dans la formule , elle devient ddt 

+ idudt = ar m ^ 1 du* * (dt + td*y~* + bt****. 

du q *(dtri- tdu) 1 '* ) équation dans laquelle ne fe trouvé 
pas l'indéterminée finie u. 
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Je fuppofe donc du = zdt> ce qui me donne ddu=z 

dzdt -4- zddt . Mais ddn =. — di** = — zzdt % \ 

donc ddt=* — -^ — zdt*. Donc çn aura l'équation 

fuivante tf*"*^ 1 *' <fr ? \ •(rfr^-irtfO*"' + *r^" x * 1 
^V(^H-z*<*0*~'=* — ^^s^Soubien(^) 

ê= H-z^^, équation différentielle du premier or- 
dre : d où je conclus que je pouvois réduire tout de fuite 
la propofée en faifant . • ♦ . ♦ ♦ x « c* z 

y =* c J > *> 
Ces* deux fuppofitions nous donnent dx=±r zdt 6c 
dy — c fzd 'dt + /**'ztdt ;. don* 44* ^^ * 
{zddt -)r dzdt -\-zzdt % ) : mais */# étant confiant * 
ddx = o, donc zddt^dzdt^zzd** =sô 9 &c dât =â 
p— zdt* * — , & par conféquent on aura ddy =± 

Ç J X (z</** s )• 

Appliquons cette formule à quelques exemples* 
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» r 






r ' r 






■ Soit l'équation xdxd^ydx<^yy^ x V^ 1* jjgjîj 
Comparer avec la formule , je l'écris ainft xy ~ * âxdy — - 
Y' 1 dx*~ddy. J'ai donc - . > » ,.-, * « i . : . 



tf* =s I 



• - • • 



I n == o 



L 



* • _ » 

Zii 
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Subftituant ces valeurs dans l'équation {A) elle devient 

j-i . n -ii dz 



zdt x (1+^0"^^ zzdt s= . ^ z j ty oa 

xàt^r zztdt zzdt dz + zzdt , -, 

■ — — =: _. w . ou zzdt -t- z* tar 

t t * Z 7 

r—z*tdt=> — ttdz^rzzttdt • Donc en réduifant on 



a 22rfr — zzt%dt=z — ttdz. Donc <J* 1 = — , 

£ç en intégrant t**r — .== 4-C; c'eft-à-dire ttz 

-t- i = — t^jrCtz. Mais par les ûibftitutions z = ^ ; 
'donc l'équation 027-r = »2 + 2 devient ici C.t d t» 
i—tdt — ttdu + dti, ou (£) <fg = ^1,,,, * D'utt 
autre, côté la fuppofitiôn 3e V" == x donne ulc = /#j, 
& à caufe que lc—i) du = — ; on aura auffi y =»* 

■>..*••'. *».•.-■ » X * 

r M *s*=#r* donc t=*—. yàt=* ■ „/ — • Subftituoris 
dans (£) pour d>, <J*, * Jeurs valeurs., on zunydy 
#dx=sCydx. équation au cercle dans le cas pu C=o* 









"CC XXXVII.':.. 

S c flr o l i E. v La formule "que nous venons de tfaîtet 

dans le Problême préft£<)ep(t X$ qïjOrois termes : on pour* 

roit y en ajouter tant d'autres qu'on voudrait , JXïuryu «pu- 

' :.; fésif^i^ ^qd'fi^ feiâXiat'lei' concficions énoncées Art. ccxxnu 

Foi» ne laifler aucun doute fur cet article ? nous allons 

appliquer" la 7 inéfhofle 1t dn exemple qui a plus de troi$ 

termes. 

Autre exem- Soit^ropofée l'équation fuivante y 9 dx l *\- x % dy* — * 

quel réqua-" y x JbcJ^y % z= r-. y x dy d x % **-yx % dxddy — xy % dxddy 

iok%eïme»! = o > ^q&ja^œlle dxeft confiant. Je fuppofe, ainfi quQ 

iiS 



u 

u 
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■ 

Je l'ai fait plus haut, ....# = <: 

y = c"t, 
l'aurai .;,*«;*! dx =: c u du 

*dy =5 c u .(dt + tdu)i 
& à caufe que ddx = o> ddy=*c u x (ddt^r^dudt). 
Je fubftitue pour x, y> dx, dy> ddy leurs valeurs dans 
l'équation , je trouve la transformée fuivante après les ré- 
ductions ordinaires (F) dt* -+- 2tdudt* — ttdtdu* -H 
tdtdu* -\riduddt — ttduddt = o, dans laquelle on 
voit bien que l'indéterminée finie u ne fe trouve pas. 

Je fais donc • » du=*'zdt, 

j'en tire ddu=s dzdt -hzddt , ou parce que ddx=*o 
donne ddu = — d**, — du* = dzdt-t- zddt } donc 
ddt — — jsdf* — . Donc enfin après avoir fubfti- 
tue ces valeurs dans (F), on aura la réduite dt-\r*tzdt 
•— tdz~\-ttdz = o , ou bien (tt — t)dz-\-2ztdt-¥* 
Àt = q > équation réduite au cas général du Chapitre VIL 

Si on applique à cette équation les règles que nous 
avons données dans ce Chapitre > «on trouvera pour fou 
intégrale (t — i)*2 + f — h = C. 

Cherchons maintenant au moyen de cette intégrale le 
rapport de x à y . La fuppofition de dà = zdt donne 
«s sss — ; donc l'intégrale trouvée devient (t — \) % du 

j 21 *~* j j Cdt - td$ +• dtlt # 

tdt — dttt = Cdt > ou dif = , équation 

dont l'intégrale eft en ajoutant la confiante 'A > (G) 
u = i mmC ~* ' , f" * t Mais la fuppofition de #=*£* 
«lonne # = /*, fie comme «on •fuppofe auffi^y = f**, otk 
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■ 

aura y = tx> 6c * = — . Donc l'intégrale (G) devient 

i y-Cx-yly+-ylx- Ax-hAy r\ > t 

lx=*' — — £ . Donc ylx — xlx = y 

— Cx — yly+ylx — Ajc-t-Ay* Doive enfin en ré- 
duifant 6c fuppofant . • — C — A = m 
ôc • A-\* i » », 

on a. . • . . . . mx + ny zss yly — xixà 



CCXXXVIIL 

Trotâeme La troifieme partie de la méthode comprend , ainfi que 
méthode, nous l'avons dit plus haut, toutes les équations dans lef- 
Comprend quelles l'une des deux variables avec fes différences a dans 
eux cas, c h a q UC terme le même nombre de dimenfions. Nous 
avons dit auffi qu'il falloit diftinguer deux cas ; le premier, 
quand on a pour confiante la première différence de Tin- 
déterminée qui a le même nombre de dimenfions à tous 
les termes ; le fécond lorfque c'eft la première différence 
de l'autre indéterminée qui eft confiante. Nous traiterons 
ces deux cas féparément. 

CCXXXIX. 

rf réfente par Problème 3. Intégrer les équations repréfentées par 



la'formui^ l a formule Px ày m + % +- Qx m ~ n dx n dy m ~ hl ~ n = 
* y m -n dx m ddy, dans laquelle la fomme des expofants de * 
dx n dy mm *~ x ~ m & de dx eft m dans tous les termes , dx eft confiant 6t 
= dx M ddy. P } Q font des fondions quelconques de y* 

Solution. Je fuppofe . . m . x = c u f 
ce qui me donne • » . « « . , dx « c u da 
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& • • ddu = — du*; 

je fubftitue ces valeurs dans la formule ; & je la divife par 
r mu f qui fe trouve à tous les termes > j'ai la transformée 
</) Pdy m+X + Qdm u dy mmh% — =*dm m ddy, laquelle 
ne contient point #• 

Je fais donc du = zdy } ddu = dzdy^rzddy : mais 
ddu — — du* 6c du* — zzdy*-> donc zddy-ï- dzdy 
= — zzdy* f & par conféquent ddy = — zdy* - — — - • 
Donc en fubftituant ces valeurs l'équation (J) devient 

dy -t~ Qz dy = — z dy — z 
dy m + l dzy&L divifant par dy™* 1 , (L)Pdy + Qz"dy 
= — z m ^ ml dy — z m ~ l dz , équation réduite aux pre- 
mières différences. Il eft évident qu'on auroit réduit tout 
de fuite la propofée , fi on eût fait x = r zdy . Cette fup- 
pofition nous eût donné dx =3 c' z y zdy > ddx = r y • 
(dzdy-*-zddy*±~z* dy*) : or ddx = o , donc on au- 
roit eu ddy = — z dy * ^—^ > comme on l'a trouvé 

plus haut. 

Appliquons cette formule à un cas particulier qui ait d e A i P a P formuiê 
plus de trois termes. à un exemple. 

CCXL. 



Qu'on ait à intégrer Péquation 2adx* dy ■+• axdxddy 
fc= 2xdxdy % ~t-2xxdyddy, dans laquelle dx eft con-. 
ftant. Soit •..,.,,*= c iz y 

dx r= c y zdy 



\ 
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m 

Subftituons pour x> dx > ddy , ces valeurs dans l'équa- 
tion , elle devient 2ac z ' z y z % dy* — ac % * * dy z % dy* — • 
ac J dzdy = 2 c J J zdy 7 — 2c J ' zdy* — > 

2-î —Z-> 6c en divifant par c z ' z y dy x qui fe trouve 

à tous les termes , on a après la réduâion az % dy — 

f tdz i. j azdz-xàz * >• / .1 

adz = j ou bien ady = ; . L intégrale 



z 
* I 



de cette équation eft *y = H- — H-C. Maintc- 

* s z zz 

nant la fuppofuion x = c J J nous donne / x —fz dy » 
6c — = zdy : donc z = — £ . Remettant dans Tinté- 
grale pour z cette valeur > nous aurons l'équation réduite 

aydx % = xxdy % — axdxdy-+-Cdx* . 
Je pafle au fécond cas» 

CCXLL 

Second cas Problème 4. Intégrer les équations contenues dans 

repréfentépar *-*-* . n m -* J »J m-n-t-i 

la formule Ja formule r x dy -4-Ç/x dx dy ?= 



p * *'._. dx m ~ x ddx, dans laquelle <fy eft confiant, P 6c Q font 

^•^ h^h-i des fondions de y . 

= <l* , •~ , 42*. Solution. Je fais comme ci-deflus x = c u 



dx = c du 



ddx = c . (ddu*+-du % ). 
Suivant ces fubftitutioqs dans la formule , nous aurons 
(M) Pdy m + l +Qdu n dy m ~ n + l = d^^du™- 1 ddv 
laquelle ne contient plus ##. Nous avons divifé par ç mu 
qui multiplioit tous les termes. 
Je fuppofe donc »•«»•»« du = js</y 
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dy étant confiant, on a . • . . ddu = dzdy f 
& fubftituant ces valeurs dans l'équation ( M) , elle de- 
vient P dy -i- Qz dy = s dy H- 

z m ~ l dy m dz } & en divifant par <iy m ) Pdy*hQz n dy 
t=i z™'*' 1 dy -+* z m ~ * dz > équation différentielle du pre- 
mier ordre à laquelle on parviendrait fur le champ en 
faifant x=sc* zdy * • 
Je paffe à un çxeoipje, 

CCXLII. 

Soit propôfé de réduire aux premières différences Péqua- Application 

tion 2dxdy = addx—yddx> dans laquelle dy eft J ul c e ett | *£ 

confiant. Je fais x = c fzdy excm P le - 

J# =: zdyc* z y 

ddx = *'■'* y x (z*dy*-frzd*y-¥*dzdy). 

Mais comme </v eft confiant, ddy = o> donc ddx=* 

c jz y x (zdy* -+* dzdy) . Faifant ces fubftitutions dans 

la propofée , nous aurons 2 z dy % = azzdy % -+* a dzdy — 

zzydy* —~yâydz\ & divifant par dy, 2zdy = azzdy 

•*r adz — zzydy — ydz } équation réduite aux premières 

différences, 

CCXLIII, 

Remarque. Cette équation nous a fervi pour faire 
voir l'application de notre méthode ; mais on peut la ré- 
duire tout de fuite : car on a 2dxdy-{-yddx=*addxt 
dont Pintégrale dy étant confiant , ydx*t-xdy =*adx 

Cdy • 

IL Partie. A a 
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CHAPITRE VI. 

Application de la méthode du Chapitre W. aux 
équations différentielles d'un ordre plus élevé 

que le premier. 

CCXLIV. 

Conditions JAI Ous avons vu ( Chap. XV. ) comment > au moyen 

que cette mé- m • • i * > 

$hodç exige, des coefficiens indéterminés , on intégrait un nombre n 

cf équations différentielles du premier ordre qui renferment 
un nombre n d'indéterminées x y y y z> u , &c. multi- 
pliées par des confiantes & par une même fonction de t y 
avec leurs différentielles -^ * -r- y ~r * &c* auffi multi- 

dt dt dt * 

pliées par des confiantes & par une fon&ion de t qui foit 
la même pour toutes , fie de plus une fon&ion quelcon- 
que 9 y e', &c. de la variable t . Cette même méthode 
s'étend aux différentielles d'un ordre plus élevé que le 
premier» 

Si l'on a un nombre n d'équations différentielles con- 
tenant un nombre n de changeantes x , y , z > &c mul- 
tipliées par des confiantes & par une fonâion quelconque 
e de t avec leurs différences 4^ ' ¥- ' 4^ s aufli multi- 

dt dt dt ' 

pliées par des confiantes 6c par • ; & les différences fé- 
condes j£ 9 ~, &c* multipliées de même par des 
confiantes & par e > & ainfi de fuite jufqu aux différences 
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.r ,r ,r 

1—? , — ^ , — d'un degré quelconque r ; que de plus 

ât T d$ r dt T 4 

chacune de ces équations contienne , fi l'on veut > une 
fon&ion quelconque e',e' de t; voici la méthode qu'il 
faudra fuivre pour parvenir à l'intégration. 



CCXLV. 




»r- 1 • 

,r- z 
à X = 


= udt Procédé de 

. f r-i la méthode» 

= u* dt 


d y = 


= u'dt r ~ l 


à- % y = 


= «'</* r ~%&c. 



Par ces fubftitutîons on changera les équations données 
en d'autres équations qui feront au nombre de n + 
(n — 1 ) r , 6c qui ne contiendront que les indéterminées 
Xy y, Z) &c. u y u',u ff j u'" f &c. avec leurs premières 
différences feulement dx r dy , dz $ d$t> du^du% du ,if . 
Ces équations alors s'intégreront en les multipliant toutes 
excepté la première * par des coefficients indéterminés 
différents * 6c pratiquant enfuite les autres opérations que 
prefcrit la méthode du Chapitre XV. Nous allons appli? 
quer ces principes à quelques exemples. 

CCXLVI. 

Soit n **=* *? r — 4» en forte qu'on ait à intégrer les Son appli- 
«icux équations lui van tes d*y -*-bd* ydt ■+• cd* ydt* H- exemples. 



*iyit* +fdxit % +gi*xit* + hd*xdt+> id*x+ • Prcœ j er 
*^r+=:o f & d*y + td y ydt-*-*d % ydt % +-*dydt* + ™ m * ï ** 

A a ij 



N 



r 
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vdxdt* •+• yà % xàt % -t-ià* xdt-h vd+x-hrdt* = o. 

Je fuppofe alors ••»•»•» d'y = zdt % 

d'y—pdt* 

dy s» qdt 
i* x =s *J** 

z> p> q * r > * >v ^tant de nouvelles indéterminées. Fai- 
fant dans les deux équations propofées les transformations 
précédentes, on a dt $ dz^r bzdt* -Ircpdt 4 ' -+• eqdt* 
~\-f$dt+ -t-grdt* -ï-hudt* + idt* du -t- *dt+ = o, 
& dt* dz + czdt+-*-xpdt+-¥-*qdt*-+*<tsdt*-\-yrdjt* 
-\- xudt + -hfitdt* du-*-rdt+ = o. Mais au lieu de 
d* y = zdt' on peut mettre dp = zd* ; au lieu de d % y 
s=*pdt* y dq=pdt ; au lieu de d l x =zudt* y dr — 
udt; au lieu de d % x=*rdt % y dt=*rdt. Donc on 
aura les huit équations fuivantes : 

dz-+-idu-\-(bz-hcp-heq+fs-t-gr-hhu-i-B)dt = o 
dz+Mdu + (sz~h*p-t-*q-i-<ïs-t*Yr-t->jt'+'T)dt = o 

dx — sdt =s o 
*ty — qdt = o 
<Jj — rdt = o 

dr — 0<J; = o 
*ty — z</f = o • 
Les équations font réduites à l'état qu'exige la méthode dq 
Chapitre XV. il eft maintenant facile de la leuf applique?» 
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CCXLVII. 

Soit encore l'équation Jl2.^^H- i ^.*-%H,r -1 2gf 
p= o , T étant «ne fon&ion de t . Je mets l'équation fous 
cette forme d*y+-bd*ydt~\-cdydt % -+-K.ydt* -*-Tdt* 
s=» o, ôc j'ai »« J > r=s? 3.. Je iàis donc </iy "?= #.</** 

• différentiani cette dernière équation * & - fiippofent 4* 
- confiant , on aura ddy = dzdt ; «donc dzd*=*xd t * 

ou dz=sxdt . Donc nous aurons les deux iquations Sui- 
vantes • •••*«••• </*; — Af^t=?Q i: 

Mettant dans la propofée pour # 5 ^ > ddy y dy leurs va- 
leurs tirées des é,quations précédentes j ,& fuppofant. tou- 
jours dt confiant , nous auront di* dx*+* bxdtï -fc- c zdt* 
Kydt 1 -+- Ti* J = o & dx + bxd-t-tr czdt-h Kydt 
+ T^f=:o, équation réduite au cas de l'Art. CLXXV„ 
Voilà donc les trois équations fur lefquellês nous devons 
opérer. . . -. -r< . 

m ..Selon ce qui eftdit _(_Chap, Xy. } je multiplie la fé- 
conde de ces équations par un coefficient indéterminé m > 
& la troifieme par un autre coefficient indéterminé v . 
J'aurai donc dx + ^bx-i-cz + Ky-i-T) dt =s o 

• vdy -*r-vzdt == o 

t*dz — vx dt = o* 

* ♦ - ... 

J'ajoute enfemble ces trois équations de la façon fuivante 
(y^) .dx-*-ydy-h*dz-h ((£ — *)x + (c — v)z *k+ 



ipo 'Traite' du Calcul iste'gralÎ 
Ky-*-T)dt=*o. Soit maintenant bx — M*-4-rz — vz 
*4- Ky = Rx -*~Rvy*t- R/ulz > j'aurai en comparant 
tefrne à terme- .*■•-• •-'••.• • ' • ï — ?-m «=* R - 



/C sas Rv. 



""Donc £ — * » -^r-*ft — .; Donc (b — *)* » r — v 



: & (^• i - v u)x; = 5lC. Donc l'équation {A) devient dx 
foày H- m dz -h ( # -** vjr -4-m z ) .' ( b — m) 4t -4- T^r =s o. 
Soit #-*-x^y *4-mz»=** on aura J» -*-(£ — n)udt -H 
Tdt =* o , équation intégrable par la méthode du Cha- 
pitre VII. 

Nous avons maintenant mm — £m = v — c, ou m =» 

% — r v 4 y * v 4 y 

— ; donc v — r •+• — = -H — • Donc t/ 1 



cvv'^Kbv i=iKK. Soient n, n', n* les trois valeurs 
de i7, bn aura en fuppofant que m> m'> m 9 font les trots 
valeurs correfpondantes de m , on aura , dis- je , 

du**~(b—>m)udt-*-Tdt = o- 
d$i+-(b—m')udt + Tdt==o 
;l ,J? . ,; '^ + (*-w>^ + r^ = o, 
& encore ....... x-t-ny-i-mz =* « 

# -4- n y -4- *»'z =* u' 



x +n"y -\-m"z == *''. 



Des trois premières équations on tirera la valeur de u en 
t 9 6c les trois fécondes nous donneront celles de x y y > z. 
Donc enfin on aura la valeur de y en t . 
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CCXLVIIL .- , . 

Remarque. Cette . méthode peut s abroger en certain** 

- r - 

4 ** 

Cas 9 par exemple* fi on a à* y ■+* Âydx***-JCdx* ==0| 
au lieu d'employer quatre équations du premier degré > 
on peut fe contenter de deux du fécond ddy = udt* 

ddu assa Aydi* y 

lefquelles fe réduifent à une équation du fécond degré y 
& celle-ci à deux du premier. 



CHAPITRE VU. 

Expojitlon d'une méthode pour conjlruire ces mêmes 

équations — = — L h 1 _u a 1 &r 

dx dx dx 

X =s o , en y Juppofant X = o • 



D 



CCXLIX. 



Ans le Tome VIL des Mifcellanea Berolinenfta , M. 
Euler donne une méthode pour conflruire ces mêmes 

, . ai n y . bà n ~ l y , ' _. 

équations ^ -I *- -+-... &c. ■+■ X =? o , en 

dx* dx*~ l Procédé ie 

y fuppofant toutesfois -Y=o. Voici le procédé de cette !£ te n **° m -. 
méthode. 

II fait ....;.. y = Ac f * 

dy = Act'fdx 
ddy = Ac{*ffdx % 
d u y ^ Ac fx f tt dx n t 



\?* Traite' pu-Calcul inte'gra-i.- 
Ces valeurs fubftituées dans l'équation 



ad*-/ . bd 



»-» 



n j »- 1 



gd*- % y h4».->y d* dx 



•+* w _j '■+* „_- "+i &c. -t-jr = o nous donnent la 
dx ijf AaS'f*dx> jlbcf*r- l dx*- 1 ' 



transformée fuivante 



+ 



dx» dx n ~ l 

Jgcf'f H - x dx v ~* AhJ'f-Sdx*-* 



<*** * dx* * 

Ac J =o, & en effaçant ce qui le détruit 9 an a 
af" + if"~ l + gf~ l + hf~* + &c. . . . 4-i=o, 
U ne s agit donc que de réfoudre cette dernière équation î 
& cette folution nous donnera autant de valeurs particu- 
lières de y> que l'équation aura de racines. On ajoutera 
epfemble toutes ces valeurs de y , ôc on aura l'intégral^ 
complète de la propofée. Ceft ce que nous allons déve- 
loppe* en ramepant à des cas particuliers l'équation géné- 
rale, 

c c U 

Examen Suppofons n = 2 y l'équation à intégrer fera — ' 

des différents , . r 

cas qui peu- _J! ^4- y _» j ^ en mettant pour y fa valeur Aq Jx , 

▼ent arriver. ** ' fx 

& en réduifant on a Ac J • ( i -K £/-+- aff) = o . Que 



les valeurs dç cette équation foient / & f > j'aurai y = 
Ac J & y = Bc J . Or chacune de ces valeurs de^ 
fubftituée dans l'équation la rend égale à zéro ; je dis de 
plus que la fomme de ces deux valeurs donne de même 
un réfultat égal à zéro. Car on aura A r * • ( î •+• bf-\-aff ) 
*= o & B<f* . ( 1 -hbf + aff) = o dans lefquelle s 
tout fe détruira par des frgnes contraires. Donc la fomme 

do 
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îde ces deux valeurs fubftituée dans l'équation fêta auffi. 
évanouie tous les termes. Donc il faudra fuppofer y = 
Ac* * .+• B c' * , & cette fuppofition renferme tous les cas, 
A étant = 0, fi = o , & A 6c B ayant -une valeur. 

Si n~3> on trouvera par la même méthode ,.quîii 
faut fuppofer y = A c fx •+- B c f * -H D c fx , A , B , D étant 
des coefficiens tout-à-feit arbitraires , & ainfi de fuite» 

C C L I. 

Lorfque / a fes valeurs égales > l'équation alors fera r6> 
préfentée par ffy — ^ -t- j± = o . Soit y = c fx u 3 

on aura dy=zc* x di*<+-fuc* x dx , & en fuppofant i# 
confiant, ddy±*c fx ddu + zfc f * dxdu-t-ffu/* dx % . 
jDonc en fubftituant ces valeurs on dura la transformée 

fuivante ///* « — % J J * iu — >ff' f *« d * ^ < f * dd ° 



d* dx dx* 

fc f *dxd« fçf'dxdu ffc f *udx* — ^ ^ fffl 

, » — "t- ■ . — •+- — « = o . JJonc en ena- 

4** ax* a** 

çant ce qui fe détruit, on a dda = o. Donc du*=* 
edx, * = c#*4-a # Donc lorfque, i-t-bf-ï-aff*=*o 

' ' f X 

fcft uo quarré > il faut fuppofer y =s(*~i*çx) ç J . 

CCLII. 

Lorfque dans une équation différentielle du troifieme oiv 
dre ,/aura fes trois valeurs égales , on trouvera par la même 
méthode qu'on doit alors fuppofer y = ( * -4* c x •+• y * x) r *; 
Car dans ce cas on aura réquatîqa.fuivaote à intégrer 

rif* d y t ifàdy ' d l y c . 

y — ^77- •+■ 3 -^ — 5^ » o. .Soit , comme ci- 

//. P*m> % B b 
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deflus, y = uc fx , d'y,***/* d'u^-3 fc** dxddu-\~ 
$ffc dx % du H-/ 1 uc J dx' . Après avoir fubftitué pour 
y y dy , d % y , d'y leurs valeurs » on trouve d l u = o ; 
donc ddu — Adx*-, du=* A xdx-h Bdx & » = ~ 

•h Sx. •+- C. Donc enfin y =** *^* = (« + j«-+«y**) ^*« 

• * • 

CCLIIL 

Donc en général fi / avoit un nombre k de racines 
égales , il faudrait fuppofer Jf = (a-+-€#."t-y*tf«^-e^# , 
**•'•••• •+. a* ) *•< • Ce qui eft évident par ce qui 
précède* 

CCLIV. 

Maintenant fi / a des valeurs imaginaires f ces imagi- 
naires , comme on- le fait > iront toujours en nombre pain 
Ainfi fuppofons que dans l'équation i.-±~Bfr\-aff=*.o 

on ait Tv~a ^ 1 9 ^ ors Qn au,:a ( ^rt. lxxxi. Introd. ) /=s 
>»-h»K— i &/ = ;» — »•"—!. Donc il faudra 
feppofer > =^ y* r "^ ■<-»*^ 1 4: £ ^ «i * «* •-* 'J_ ( ^ r « * •-.* 

^ * * ""*^" 1 ') r"* . Si 1W fuppofé > & F réelfes & 
égales- & «s P, cette quantité deviendra réelle; & dans 
ce cas on aura ( Art. xlvi. Introd. ) y = f*"xiP. cof. 
tix. Elle fera encore réelle fi on fuppofe A 6c B ima- 
ginaires '4c de différents figriés. Soit , par exemple , A 
ÇK^'t, JB -bb ~ Q K— 1 , on aura .y = 
( <^~ t:.- *"*-*■- f - Q K- 1 . c" 8 "^ 1 ) == ( Art. XLV. 
Introd; ) é "l*. » a yi-xi i <£jÀ- 1 . fin. hx*± c mx x — 2 <£ 
fin* »*. 'lîous venons^ de trouver plus "haut y = c m * r 
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«2 P. cof. nx^ Donc en général^ = r w *. fin. (nx-v-R) l 
Donc l'intégrale cherchée cft y = He- w *.fin. (hxH~R). 
Car prenons un angle R dont le finus foit au co-finus , 
comme 2P eft à — * Q > on aura fin. /£ : cof- R : : 2 P ; 
— 2 Q . Donc fin. i£ = ^- & cof. # = — ^. Donc 
zP = H. fin. R & — - 2 Q = H. cof. R . Mettant ces 
valeurs dans 2 P. coC /i#— 2Q. fin. vx> on aura H» 

s 

fin. R . cof. nx*+-H . cof. R .fin. nx=* Hx Gfin» K cof* 
w * + cof. il . fin. n x ) = ( Art. xlix. N°. 2. Introduit. ) 
i/. fin. (nx + R). 

Appliquons maintenant cette méthode à quelques exem- 

» * 

pies. 

CCLV. 

Soit propofé d'intégrer l'équation fui vante Ay + ^ d A f plîc é a ^ 
*+• -7- r ==* °> dans laquelb rf^ eft confiant. Je fuppofe 'Jeànneéqua- 
y =* Ec J ; j'aurai la transformée fuivante ^£c / *"-+-.ticUc du f<* 

BP J* rj « « f* - r . . cond ordre. 

*£ii,— -*-*~#^ - o ; & en réduifant A + Bf 
•4- Kff=s o . Cette équation a deux racines, tQutes deux 
réelles du toutes deux imaginaires. .■ - ^ 

i°. Les racines font réelles, quand £#eft >>4y41t„ 

Dans ce cas les deux racines font / = — = — -» > » 

ï)onc l'intégrale cherchée eft ( Art. ccxlix.) y = 

*c %K ■+- ec ** 



Il y a encore un cas particulier à distinguer ici > c'eft 
Celui dans lequel on auroit $B=*+AK. C$t alors A -t* 
*zfV r 4AK-*+ Kff^s o feroît un quarré) celui de \f A 

Pbij 
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-4-/V K . Donc les racines feroient égales. Donc ( Àrt# 

ccli.) on auroit y »(» + c#)c~ *" . Car la fuppofi-; 
tion de BB = *AK donne B = 2}SÂK &/= — ^ # 

Donc y = (a-t-tx)^** k fera l'intégrale de l'équation 

A y -*- — — ■+■ 17" =■ ° • 

2°. Soit maintenant BB <*\AK , dans ce cas les 
racines feront imaginaires. On aura donc m = — • — , 
+ nV-x= v ^*-* AK) &Ln=* Vi * AK - BB) . Donc 

— %K zK 

en comparant cette valeur avec la formule y = 
Hc * fin. (nx + R) y on aura l'intégrale fuivante y=* 



Hc- '*. fin. tx ** AE ;"> +R). 



CCLVL 

Son applica- Soit encore à intégrer l'équation fuivante y — l *. x f 

ûon a une ê- % a , ^ , & ^ # f x . 

guatîon du h ■ ■ - Z — ; je fuppoferai y = A c J f ce qui me 

troiiîemc or- , ' <**' ,. , - ^ 7 

«fre. - donne la transformée fuivante i — 3 * *// H- 2a* f* = 0+ 

Les fadeurs de cette équation font ( \~\-2af) & ( 1 — af) \ 
Le premier nous donne /=a — , d'où l'on .tire y =» 

ytfc xtf . Le -fécond a fes deux valeurs égales f on aurai 
jT=» — , & par conféquent ^ ?=(<*-+.**)* * . Donc 
l'intégrale complète fera ^ = -^c 2 * -f- (a^-c*) c ' « 

G CL VIL 

A une équa- . B 

dre* 11 "îueï- Enfin (bit propofé d'intégrer l'équation fuivante — — 

connue. a.X> 
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tes b ; .la fuppofition de y^Ac'* donne ici /* = o • 
Donc /a toutes fes racines égales. Donc fuivant ce que 
nous avons dit plus haut , il faudra faire y =i(a+.bx-\+ 
c x x -h . . . &c. ) r*. Mais /= o donne /* = c°=:i. 
Donc la fuppofition fe réduit à y = a<-\-bx~\-cxx-h 

fX l -h . . . -hpX 

Et en effet c'eft ce qu'on trouvera de même , en pre- 
nant fucceflivement autant d'intégrales que n contient 
d'unités. Soit n = 4, la propofée fera -r— ; = o , à x étant 



d'y 



confiant > on aura pour intégrale — > que l'on fuppofera 



égale à une confiante de cette forme — ; ce qui fournit 
l'équation fui vante d*y = adx* ; & enfuit e ddy=* 
axdx* -\-bdx* ; Jys=- — - + bxdx-h cdx . Donc 
enfin y = — • H ^,#h^/\ 



CHAPITRE VIII. 

Comparalfon de la Méthode expofée dans le Cha- 
pitre précédent avec celle que nous avons 
donnée dans le Chapitre VI. 



T 



CCLVIII. 

Elle eft la méthode donnée par M. Euler pour la Démonftra- 
folution des équations renfermées dans la formule thode préc&î 

— - -h * -h 2 i -*- &c, a» o. Cette méthode 

dx* d**^ 1 ' dx?= % ' 
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peut paraître plus fimple que celle qui réfulte de 1? £blu~ 
tion générale expofée dans le Chapitre VI. Mais 1a 
Méthode de M. d'Alembert rapprochée de celle de M» 
Euler en démontre la généralité. En effet on ne voit pas 
clairement que l'intégration ne réufllra qu en faifant y = 
Ac^ x ; au lieu que la folution énoncée ci-deffus qui donne 
la valeur de y > nous montre avec évidence que y doit 
en effet être exprimée par un certain nombre de. termes 

jic f ' + Bc'* + Dc k * + àic. 

Car dans les cas > par exemple > où l'équation eft du 
troifieme degré, telle que d* y + bddydx+*cdydx* '•+• 
Kydx 1 = o 9 en faifant, ddy = pdx % 

dy = zdx> 
& pratiquant les opérations expofées (Art. ccxlv.) ort 
aura les trois équations fuivantes, 

dp-hbpdx-hczdx~+*Kydx = o 

dz — pd x = o 
dy — zdx =: o ; 
jôc enfuite • • • . dp~h (bp + cz + Ky) dx = o 

vdy — vzdx = o 
ndz~M>p dx = o. 
Donc ^+Wj/ + ^2 + |(i — /u)p-i-(c — v)z-\-Ky\ 
dx = o. Donc en fuppofant (b — /L t)^-f-(^ — v)z^ 
Ky = Rp -+- Rvy •+- Rmz , & p^vy^juz = h > on 
aura — = (m — b) dx. Donc en faifant pour les valeurs 
de v & de m les mêmes calculs que dans l'article clxxv. 
on trouvera •••••• p^ny^rmz =s u 
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p + ri y -4- mfz s= u' 
p -4- n'y-hm ff z = vf , 
$c de plus . • « • * » • du + tudx = o 

duf ^f'u'dx = o 
d »' j^fw'dx = o • 
Par le moyen des trois premières équations , on aura d*a- 

1,01(1 * ^n? V= — ^ > & 

pat conféquent on aurajy — (^ : ^«-f^^ . 

* * S nm" -nm'-n'm-tf'm-¥-n"rrt -tînt' 

Donc y=:P « .+. PV -f. PV' • Mais des trois fécondes 
équations on tire . . • • /« = — ? x~\-b 



m 

iu' s=s — f X •+■ y 

lu" =* ~fx + V, 
'& par conféquent . • « « u *= c~ fX ~*~ 

ou bien encore u ■=*=. r""^*^ cb 

Donc enfin • • . • y = Ar*.+ Bc tm -)rDc *. 

« 

CCLIX. 

En fuivant la méthode de M* d'Alembert, fi on trouve Examendes 
les valeurs .de / égales , alors on augmentera ces valeurs jj* p ^ ^^ 
de quantités infiniment petites différentes l'une de l'autre, thodcduCha- 
Ainfi on fera y *=*Ae fx + a * -+- Bc fx + **, • & r étant *" 
des quantités infiniment petites. Donc on aura^y =r Ac * 
*\*.A*xc** «4- Bc'* -H Bsxr* ; d'où l'on tire y =s 
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(A-+-B)c f * + (Aa+Bj)xc fx .Doncen£iny = (l+* 
mx) r* y fuppofition que nous fait faire de même la mé- 
thode de M« Euler. Nous aurions pu pouffer lexpreffion 
de *'*"*"" & de r* *"*"** au-delà de deux termes; mais 
nous nous fommes contentés de deux > parce qu'il n'y a 
dans l'équation y = Ac f *'* ma *~*~Bcf*" k ~ ! * que deux 
çoefficiens A & B & deux quantités infiniment petites 
• 6c s abfolument arbitraires. 

CCLX. 

Si / a trois valeurs égales y alors on fuppofera y = 
Ac f *+ a * + Bc fx -*-i* + Dc f "*-". Comme ilyadans 
ce cas trois çoefficiens & trois quantités infiniment petites 
indéterminées > on pouffera jufqua trois termes la valeur 
approchée de <r "*""* & des autres. On aura donc y == 

A c J •+- Aaxc J . H- • -H Be J •+- Btxr ^ 



BpfXX*/*.* fx f ^ fx .l>99XXC f * j^ 

xj -^jj c j ^Dixc* 1 ■+- • Donc^ 



( ^ -+■ B -H D ) f /x -H ( ytf a -4- B t -+■ D * ) x c f * 

f -11 L£ —\x z r* • Donc enfin ^ = (l-hmx 

nxx)c J . 

CCLXL 

Quand une des valeurs de / eft = o , c'eft alors une 
marque qu'il y a dans l'expofition de y un terme tout 
confiant» Soit, par exemple > à intégrer l'équation d'y~t* 
ad*ydx ^rbdy dx % = o , fi je fais y «= A c** y après Ja 

fubftitution 
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fiibftitution j aurai la transformée fuivante A c'*f* à x ' 
Aac f * f % dx* +Abc f * fdx* = o\ donc /» -t- a ff 
H- bf= o ; donc nous aurons /= o & ff-+- af*+~ b = o • 
Cette féconde équation nous donne y =zBc s * -+~ Dc h * • 
La première donne y = Ec° = E 1 =£. Donc la va- 
leur complète dey eft y=sBc gx + Dc * + E. 
Et en effet > foit dy = *i# 

on aura ..«•»•••• diy == dzdx 

d'y == ddzdx) 
& par conféquent la transformée fuivante ddzdx H- 
adzdx*-\-bzdx* = o> qui donne //"-H af-¥-b = o. 
Donc ( Art. ccl.) x = -^f gx -f- Fr x . Ov dy = zdx , 

donne y=fzdx + E=f(Ac 8 *4x + Fc hx dx) + E. 
Donc jp = 5<r g *^£>f**-h£. 



CCLXIL 

. Si / a plufieurs valeurs égales à zéro 9 alors on remar- 
quera que ces valeurs font de plus égales entre elles. 
Donc fuivant ce que nous avons dit (.Art. eux. ) on 
augmentera ces valeurs de quantités infiniment petites 
c a * ) c * y ç * différentes lune de l'autre, & on pouffera 
l'exprelïion de ces quantités jufqu'à un nombre de termes 
égal à celui des racines ~= o .. 

CCLXIIL 

Soit propofé d'intégrer l'équation d'y *t-ad 4 ydx 
II. Partie, Ce 
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Application bd*ydx % =*o > dans laquelle dx eft toujours confiant» 

* un exemple •* ^ f* f 

du cinquième La transformée > en fuppofant y = Ac J > fera Ac J *f s dx* 

ordre* " /■- /v 

+ Aac f *pdx> h- Abc f *p àx $ ^o\ & en réduifant 
on a^ <*/* -f- £/* =* o . Or de cette équation on 



tire i°. p = o f qui nous apprend que / a trois valeurs 
égales &ao; a . //-*- «/-*- b =s= o . Donc en prati- 
quant ce qui eft dit plus, haut > on aura pour l'équation 

//-f- af*+> b = o , y = sic x * -t- 



-- — *V(.- — *) 



Bc * 4 ; ou bien ^ = ,*<: m * + £*"*. p ou t 

l'équation /* =» o , on aura ^ ■ Dc fx ~ t ~ a * .+. Ec f '~*~ e * 

+ Fcf x + >' — Dc f '+D*xcf*+2m^ + Ecf* 

* x 

(Daa-+-JS€€-f- Ff p) ilL_ ^ Mais f=o, donne c^* 
=sr° = i, donc on a y = D-hF-f-FH- (£>*-♦-£$ -h 

Donc la valeur complète de y fera Ac mx ~hBc n * h* 

CCLXIV. 

Ceft ce dont on peut fe convaincre de la façon fuivantw 
Je reprends l'équation propofée d 5 y -H ad+ydx -fc 
bd*ydx*. = 0. Faifonsjr ♦ . # . dy a z</# 

l/^ sa r ^j. 

r * Aft tm 'é 
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Nous aurons • • . . ddy = dzdx = qdx* 

d*y s=ï dqdx % = rdx\ 
d*y == ddrdx* 
d'y « ddrdx*. 
Donc la transformée fera d*rdx* -\-adrdx*^brdx* 
»=ô, ou ddr*i-adrdif*+*brdx*=ioi équation de 
laquelle, on tire ( Art* cclviii. ) r = A'c m * + B'c nx • 
^Slais dq = rdx donne q=frdx-*-E~f(A'c dx 

+ ïïc nx dx) + E = *L?1 + *f^L + E , Donc * = 

^'V m *H-5'V**-f-£. De même dz = qdx donne z=s 
fqdx-hC = f(A"c mx dx + Brc n *dx + Edx)-hC. 
Donc 2 = «rf"V "* -f- BV * -+- £* -4- C Enfin <ty = 
zdx donne y =fzdx+L=f(A'"c m *dx+Brc nx dx 
*t-Exdx-hCdx) + L. Donc j> = Ac mx + Bc n *.+ 

i-t-px-h qxx» 

CCLXV. 

, Scholie i. Si l'on vouloic maintenant appliquer la j^JjJSJÏ' 
Jpéthode de M. Euler à l'équation d*y + ad n ~ l ydx-h foj^ft 

Xdx* sa o, dans laquelle fè trouve, comme à 2Jf%JjJj 
on le voit • le terme Xdx u , alors on remarquera que q»e ceiio 

11 qu'on j » 

dans le cas où l'équation différentielle eft, par exemple, traitée. 

du troifieme ordre , le Problême fe réduit aux équations 

fuivantes . . , . . du -+- f udx-\-Xdx = o 

<f»' -t- pV dx*+- Xdx « o 
du" + f"udx + Xdx sa o, 

& . . • • ; • . • . x-\*ny-\-mz = u 

Ccij 



• • • 



] 
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§ 



x -t-ny+- mz = u 
x -hny-{-m z = » « 



Multipliant par c fx l'équation du-¥* fudx-\- Xdx — 0j 
elle devient duc fx -4* tudxc* x -t- Xdxc fX = o ; dont 
l'intégrale eft uc' x +fXc fX dx + P => o. Donc « + 
c~ fX fXc fx dx-*-Pc~ tx =*o. On aura de la même 
manière a' -f- r^fXc^dx + Fc~ / * = o , «" -H 
* ~*"*fXc * x d x -+- P'*~ f * =3 o . Subftituant ces valeurs 
de u , u f , u 9 dans les trois fécondes équations > on ea 
tirera la valeur de y en x > laquelle fera de la forme fun 
vante y = Ac fx H- Bc gx •+- Dc hx -*- ôcc. H- Ec fx fc~ f *' 
Xdx + Fc gx fXr* x dx-hGc hx fXr hx dx + &Lc. 



CCLXVL 

Application Àinfi fuppofons qu'on ait à intégrer l'équation différent 
t tl°™£ tielle du fécond ordre ddy + adydx -4- bydx* + Xdx\ 
SueTf" = o , on fera y = Ac fx Bc g * -*- Ec fx fXr fx dx^ 
«ond ordre. Fc gx fXc" gx dx . Maintenant pour déterminer /, g> 

A y B , E > F, je fubftitue dans l'équation à la place d0 
y 9 dy f ddy 9 leurs valeurs : cette opération me donne J* 
transformée fuivante , 

Ac f *f*dx* -f- Bc** g* dx* -f- EdXdx -h EfXdx 1 -fr. 
-f- Aac f * fdx x H- *B* X *£ d** -*- FdXdx -f- FgXdx* 
H- Abc f * dx\ +bBc l * dx x +-aEXdx % 

+ aFXdx % 
■+• JTdx» 
-H £/* d* 1 c f *fc~ fm Xdx 4- F$* d*» €**/€'<* Xdx 
H- «£/d** c f *fc~ f "xdx -+• aFgdx* c'" fc~<* Xdx 
H- * £ d »» c f "fc~ f * Xdx & b Fdx* c 9 " fc~** Xâx rf= o é 
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Oc de cette équation on tire les fix équations fuivantes , 
en égalant à zéro les coefficiens de tous les termes ana- 
logues , d/f-*- d */H" Ab =* o 

Bgg ■+■ Bag-*- B b = o 
Eff+Eaf+Eb =5 o 

^gg "*"■ Fag^h Fb *= o 
Ef-t-Fg-hEa-t-Fa-¥* i = o 

£--H F =z o 
Donc on aura les valeurs de A > B> E } F> f y g. Donc 
on aura la valeur complète de y. Au refte on remarquera 
que A Sa B pourront être tout ce qu'on voudra. 

S'il y a des racines égales > par exemple , fi f=g , 
alors au lieu des termes Ec fx fc~ fx Xdx+Fc g *fc~ gx Xdx, 
on aura pc** fc~** Xdx -f- qxc. fc~* x Xdx — » 
qr* fxc*** Xdx. 

Car dans ce cas il faut faire (Art. ceux.) y = Ar + ** 
^ Bc fx + fX + &c. H- Ec fx + a *fr fx ~ a * Xdx + 
F*f Xm * mt *fc~* x ~ ?x Xdx-h&cc* & j> étant des quan- 
tités infiniment petites différentes Tune de l'autre. Or 
* J = r -f-a**-' , r J ^ x =:c J *+-?xc' : donc 

en fuppofant A-h B = l 9 A a ■+• B? = m , on aura jr =5 

(l+mx)c fx + Ec fx fe- fx Xdx~Ec f *faxc~ fx Xdx 
•I- E*x c fc~ JX Xd x — E*x c* x f*xv~* x Xdx -H 
Fc fx fc~ fx Xdx — Fc fx f9Xc- fx Xdx + F f xc fx fr t * 
Xdx — F?xc fx f?xc~ fx 'xdx = (en fuppofant £ H- F 

fr f *Xi*~{R+E*x\.c f *f*xr f *Xàx~(F^ 
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Ftx)c fx fîxc' f * Xdx « (l + mx)c f * + (f> + qx} 
ç fx fc~ fx Xdx— (E*-*-E.ax)c f *rxc- f 'Xdx -, 

fx — fx 

(F?*+-Fftx).c J fxc J Xdx. Mais comme <* & g 
font des quantités infiniment petites > les termes où fe 
trouvent leurs quarrés font nuls par rapport aux autres : 
donc on aura y = (l+mx)r x j±-pc** fc~** Xdx «+■ 
qxc^Jc*** Xdx — qc**fxc~'* Xdx . 

Si plufieurs racines écoient égales à zéro, par exemple > 
fi on avoit /= o > g = o , alors cette fuppofition nous 
donneroit c**= 1 j donc on auroit )=i/+w* + &c, 
-t- pfXdx •+- q x/Xdx — qfx Xdx -4- &C. 

Il eft aifé de voir maintenant le procédé qu'il faudroit 
fuivre , s'il y avoit dans l'équation propofée plus de deux 
racines égales > ou égales à zéro. 

CCLXVIL 

Autres équa- Scholie 2. En fuivant les mêmes principes > on 
par la mctho- appliquera facilement la méthode de M. Euler aux équa* 

de du Cnap. . j-rr/ • 11 1 • 1 / 1 

vu. Sea. il. tions différentielles du premier degré que nous avons ré- 

fblues dans le Chapitre XV. pat la méthode des coeffi- 
ciens indéterminés : nous trouverons la forme que doivent 
avoir les valeurs indéterminées x ,y > z ôcc. Nous allons 
le faire voir par un exemple» 

CCLXVIII. 
Soient propofées les deux équations 
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dy-¥*bdx+(fx-hgy) Tdt-hFdt =r o, 

dans lefquelles e , T & F font des fondions quelconques 

de t. Je multiplie la féconde de ces deux équations par 

un coefficient indéterminé m, & j'aurai 

dx -h ady -H (c x «4- ey) Tdt Hh * */* = o 

Mdy*-b/*dy -h (fx -\-gy)*Tdt -+-vFdt= o: 

je les ajoute enfemble , j'ai ( 1 a -4- £ m) J# ■+• ( 4 H- m) dy 

•+- {(^4-m/) *-*-('-+-£*).)'} T^+(o + mF)^ = o* 

* - * » ^ , 

Soit (c -t- f/*) x -t- (e -h g v) y == ( 1--*- £*) R# -H 
(#H-m) Tty, on aura en comparant tetme à terme 

c^f/JL = R-*-b»R 

e^g/uL s=^R*4-mJÎ> 
donc l'équation devient (1 -H £ m ) d # -H ( * + m ) dy -fi 

Soit • . • . ( ih-£/*) # -+-(*-4-m) ^y = u> 
on aura . « • ( 1 -h£m)R#H- (a-t-M)Ry = Ru 

donc en fubftituant ces valeurs dans la dernière équation, 
j'aurai d u -+-RuTdt -+-(*-+- m Fjdt 9 = o', équation in- 
tëgrable par la méthode de M. Bernoulli > expofée dans 

le Chapitre VIL Seftiôn I. 

Rappelions- nous le procédé que cette méthode nous 
donne pour trouver la valeur de u en t > nous multiplie- 
rons l'équation par t* > fen ïup]x)ftnt # que i f fbit une fon- 
ction de t > telle que les deux premiers termes devien- 
nent une différentielle exaâe; On aura donc t' du 
Rut'Tdt^{*+_»F)t f dt == o\ -Mais par l'hypotïi 
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précédente on a dt' = Rt'Tdt ; donc —r=sRTdti 

donc h' =/RTdt; donc f' = r * T ' . Donc c * du 
+ uc RfTd 'RTdt + (t + »F)c RfTd 'dt = o, équation 
dont l'intégrale eft uc RfTdt +f(t + »F)c RfTdt dt==Q» 
Donc enfin u = Qc~ RfTd$ — c~ RfTd 'f(9 + »F) 

RfTdt j 

c J dt. 

Maintenant on a • * • *"*" i = R* 

I ■+- */* 
& 1^:=*: 

donc : t±ï* = ^# : donc 



* -4*g/*-t- £*/* ~t- bgt*M> =: ac-\rafi* -h CM- H- /m M ^ 

équation qui nous apprend que m a deux valeurs. Soient 
m & m' ces deux valeurs de m, au Ueu de l'équation 

n -RfTdt -RfTdt r/A _. r x RfTdt ,^ 

aura les deux (Lavantes, 

^ -RfTdt -RfTdt r/ , rx RfTdr j 

m -R'fTdt -Rfldt r/m . /F v RffTdt Ja 

& au lieu de Péquation ( i -t-b/*) x-*-(a-hv)y = u i 

en fuppofant . • ••* i~H£m = i,<i-*-7?i=s» 

i *H b m 9 = /, a .-+• m* =?=? A f 

on aura • ».»»,,.., %x *\- ny =* u 

/x -t- hy = u' . 

De ces deux équations on tire après un calcul fort fmv? 

i . r . .. • tuf- lu 

pie ........... j^—j- 



hu -nu' | 

ih-ln 



Donc en fqbftituant pour u $ &L u' leurs valeurs > on aura 



/ 



f 
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■**' Ti 'd t + Fc'*' Tdt f{-+*F)c*' ri 'd,. Donc en 
fuppofant -!— R .as f 

on a.* = Ac^ d ' + Bc*' Tdt +E7 fTd, 7t?+'»F) 

c- ffTd 'dt + Fc 8fTdt f(> + m>F)c- gfTdt dt. On trou- 

vera de même y = A'c firdt + B'c gfTd ' + E>c ffTdt 

f(* + mF).- fJ ' Tdt d, + FcS fTd, fe + m >F)r gird 'J t . 

CCLXVIII. 

Si l'on avoit à intégrer les trois équations fuivantes? 
d x <-{-(ax -+. by -{- cz) dt =* o 
dy -4- ( e x +-fy -t- gz) dt = o 

on trouverait en fuivant les mêmes procédés 

x = Ac ft +.Bc st + Dc ht 



y = 


=» ^'-M'^'-hD'," 


X = 


= ^"/'-t-B"**'-*- £>"**': 




GCLXIX, 



Corollaire général* Il fuit de tout ce que nous vê- 
tions de dire dans ce Chapitre y que la forme qu'il faut 
donner aux indéterminées x, y 9 z> &c. dépend de deux 
chofes , i°. De la forme de la valeur des u danç l'équation 
finale. a°. Du nombre d'équations du premier degré aux- 
quelles te Problème fe réduira ; ou ce qui revient au 
même, des valeurs de u 9 *', ft"? &c. qui toutes font, 
comme on la vu, jrfipréfwtées> par des équations fembl*- 

blés & de différents coefficients. 

II. Partie. Dd 
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C H A P I TRE' IX. 

Méthode pour trouver les cas d' intégrabilité de 

quelques équations du fécond ordre y repréfentées 

par la formule (M) (a-+-bx tt )x 1 ddvH-(c+fx 11 ) 

xdxdv-f-(g-t-hx ll )vdx , «=o, dans laquelle dx 

efi confiant. 

CCLXX. 

J 3 Ans les Chapitres IX, X ûc XI de la première 
Se&ion , nous avons développé comment on trouvoit 
les cas d'intégrabilité de l'équation de Ricati & de 
quelques autres du premier ordre à trois ou quatre 
termes > qu'on ne peut intégrer généralement par les 
méthodes connues des Géomètres jufqu'à préfent. C'eft 
un travail avantageux aux progrès de l'analyfe > que de 
chercher ainfi des intégrales particulières > lorfque l'art ne 
Quel eft l'an- .nous en donne point de générales. M. Euler l'a pratiqué 
méthode. .pour les équations du fécond ordre repréfentées par la 



formule (M) [a + bx n ) x % ddv+(c-{-fx ) xdxdv + 

(g+*hx n )vdx % = o y . dans laquelle dx eft fuppofê 

confiant. 

Solution Mais avant d ? expofec la méthode dont il fe ïert, nous 

mlTnécefla^ r^Uons placer ici la Jplution d'un Problême dont nou$ 

pouriafuitc. ^anaaj^iian ck^ftue'rappllGadon-dfuaB.ce Chapitre. 
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: CCLXXI. 

Problème. Etant donnée l'intégrale particulière d'une 
différentielle d'un ordre plus élevé que le premier , trou* 
ver par ion moyen l'intégrale géaérale ôc complète de 
pette équation. 

Solution. Soit l'équation Pddv + QJxdv -+i 
Rvdx 2 = o, dans Uqaelle P>Q& R font des fondions 
de x > qu'on a intégrée pour un cas particulier en faifant 
t/œjf, c'eft-à-dire , une fonâion de#. Pour trouver 
l'intégrale complète, je fais :v » Xz> 
te qui me donne • . dv === Xdz + zdX 

ddv a» zddX-hidXdz+Xddz. 
Je fubftirae ces valeurs dans la propofée ; cette fubftitu- 
tfon donne la transformée fui vante , 

Pzdd X -H uPdXdz -H PXddz =* o 

4- QzdXdx ■+- QXdxdz 

.+• RzXdx* 
ferais X eft la valeur qu'il fkut fubftituer à v dans Féquation 
Pddv-t- Qdxdv -h Rvdx* =»o;on aura donc PzddX 
^r Qzd Xdx -+- RzXdx* = o ; donc en effaçant ces 
termes dans la transformée , il nous relie 2 P d X dz -+* 
QXdxdz*^ P Xddz = o , ou bien ^-— -f- ^x^-H -r- 



X w P ^ dz 

fcat o • Or P & Q étant des fondions de x , l'intégrale de 
cette équation eft 2/X-t-/^ -H /^ = ^ ; & en 

Qd* p dx 

fiippofem f**5- » s y c le nombre dont le logarithme eft 
l'unité, on aura zlX-IrsIc-hl -£- =*A ; ou bien X* c* dz 

dx * 

Ddij 
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= Adx } ou X % dz = Ac~ s dx. Donc z = Af-gr^X 

C d X 

tîonc As ou v*=AXf — — ; équation qui cft 

l'intégrale complette de Pddv + Qdxdv -H Rvdx\ 
eo^en fuppofant que v =« X nous en donne une in- 
tégrale particulière. Je pafle maintenant à la méthode de 
M. Euler. 

CCLXXIL 

Enquoicon- Cette fnéthode confîfte à transformer l'équation (Af) 

thode. en une ferie telle que dans plufieurs cas elle foit finie % 

te que nous ayons par conséquent pour ces cas l'intégrale 
de la propofée. Nous ramènerons enfuite cette équation 
du fécond degré à une du premier > à laquelle nous don- 
nerons différentes formes pour en déduire un grand nom- 
bre d'équations différentielles du premier ordre qui feront 
intégrables dans les mêmes cas que la formule ( M ) . 
Onvpeut La formule (M) (a-i-bx n ). x* ddv-*-(c-*rfx n }* 

!£ iffi? xd.xdv + (g + hx n ).vdx* = o peut fe transforme? 

différentes, en f er j e j e j eux fcç 0ns différentes. 

i°. En fuppofant x/ = A x m + Bx"** Cx"* 1 " 
Dx fn - h * H + Ex m + * n + &Lc. 



*°. En fuppofant v = Ax k + Bx k ~ n + Cx k ~ %n 
D x ~ l " **- Ex ~" 4 * -+- &c. Examinons féparément les 



deux feries que nous donnent ces deux transformées, àc 
les conditions fuiyant lesquelles ces feries feront termi? 
nées. 
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CCLXXIII. 

i°. En faifcnt dans (a + ix")^ 1 iix; -h (^-^/^ ,, ) ^^ 
bcdxdv *f- (^-f-A**)^* 1 = o, t; = ^x m H-iJ# m4 " ,> 
H-C* w " Hzl, + Z)* m+J " + £* m " h4,, + &c. on aura 
^i;==m^x WfcI ^Ar + (m + »)B^ w + ,, ^ I i^-h(m-+i 
an)Cx m + zn - l dx + (m + 3n). Dx m + l "~ l dx -H 
(rn^ + n). Ex m+4n ~ l dx-hSx.c.j & comme <** eft 
confiant > on aura ddv — rn . (m — i) A x m ~ % dx* •+• 
(m-+-») . (m-t~n — i ) Bx m ~*~ n ~ % dx % -\- (m-f-2/i) » 
(m-+-2n — 1) . Cx mm *~ 7,n ~ % dx % -\-{m-**$n) . (ai-H 
30 — 1) . D# m "*" î,, ~ 1 <J,* a -t-(tfi-H4»). (m -+-4» — 1). 
l/^^^^ + ficc, Subftituant dans l'équation ( a -h 
bx n ) x % ddv + (c-\-fx n ) . xdxdv + (g + hx n )xdx* 
= o , pour x; , <J v , <f i x; > ces valeurs , on aura la trans- 
formée fuivante (N) f cm-+*g*+.am . (m — i ) \ A x m 
dx* •+- / (fW + r» + ^ + (w+«) . (*»•+-» — 1 ) a) B 
-H- (fm-t-h + bm . (m — x))/tf\ * m "*"*<f# 1 ~H {(/»* 
•+-/» + A-4-(f»-h»).(m-h» — 1 )£)i?-+-(tftfi-f-2f;j 
■+•£-»- (i» -h a») . (flH-20 — I ) *)C\ # mH ~* ,, */# 1 -H 
-f (fm -+- 2/» -+- A .+. ( m-+- 2 » ) . (m*+-2n — i ) £ ) C •+■ 

(cw+3 *»+£ + ( wl- +-3») • (i»-+-3» — i ) *) Z> } 
x™*"*" dx* -+• -f(/w-+-3/» + A-4- (m-+- 3 w) . (m-+« 
3» — 1 ) b) D-H (cw-t-4r»+^ + (m-+-4») . (rn-h^n 
r— 1 ) a)£\ x m ~*~* n dx* -+• / (fm + ^fn + h -+- (m -+* 

^.n).(m + 4» — i)£)E\ x m + ,n dx % -h &c. = o. 
J'égale maintenant à zéro les termes homogènes 9 j'aurai 
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la valeur déterminée des coefficiens A, B > C, D , E* 
& de l'expofant m. D'abord on a £■+• rw+ am* 
(^-1)1=0; fie afin de ne pas tomber dans des quan- 
tités affe&ées de figues radicaux > je regarde m comme 
un nombre connu > & je m'en fers pour déterminer g* 
J'aurai donc £ =e — cm — am.{m-+- i ) . 

Le fécond terme nous donne fem+cn-t-g -h (*»•♦-*)• 
(m-f-n— i )*)\ B-i-(fm+:h+bm.(m — t))A=*o> 
Je fubftitue dans cette équation au lieu de £ fa valeur > 
j'aurai -frm-4-rii— * cm — am . (m — i ) «+• (*»-+-» ) • 
(w-4-* — i)^)}B-+--[/m-4-*H-iito.(m — i ) } 
A = o , & en effaçant ce qui fe détruit , on a 

£ fi -4- * » • C i m •+• » * x ) 

Faifant les mêmes opérations fur les termes fuivants > on 

_ - B . [ h+f( m+n) -4- *(iw-t-fi ). (»-+■»- i)] 

- C. [ A-H/(m-t- a») -+• é ( m -fr- lit). (m -Hin-i)l 

~~ 4C*-*-4*»»(**»-+-4»-i) 

&C. 

On voit par là que A fera une quantité confiante arbi- 
traire y dont la détermination donnera celle de tous les 
coefficients fuivants. Il eft encore évident que les valeurs 
de ces coefficients étant une fois déterminées , fi un feul 
d'entre eux eft égal à zéro, tous les fuivants s'évanouiront * 
en forte que dans ces cas la valeur de v fera finie » 6c par 
conféquent l'équation (M) intégrable. 

Suppofons > par exemple » que h +fm -t-bm.(m*~i) 



trouve C 
D 
E 
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^ o f alors 5 os o > donne C*=û, B=so, £ = o ; 
& par conféquent t; = -^^ m ôc la transformée fera 

J{x m dx* x=i o , dont on connoît l'intégrale. 

Si h^f{m^rn)^rb{m H-n) • (;»•+•»—- i) = o* 
alors on aura C= o , & par conféquent D =; , £ = ; 
«on aura donc v^ssAx m ^Bx m *. 

Si A^-/(«n-2»)-H*(m-+-2») . (m + «— 1 J = 0i 
alors Z> = o donne auflî £=0, & v=*= Ax m r H- Bx mmh * 



Cx m . Donc en général en fuppofant î un nombre Equation* 

de condition 

entier pofitif ou zéro , l'équation proposée (itf) fera inté- fuivant lef. 
grable toutes les fois qu'on aura h -+-/ ( m -+- * ) -h £ 5niere S Série 



(w + i»),(w + /ff-i) =» o, ou A =5~/(m-+-i») ^VSuia 



*(m + îll).(lli + ÎJI— I). (M) intégra, 



ble« 

CCLXXIV, 

U y a cependant des cas dans lefquels cette méthode 
ne nous donneroit point l'intégrale que nous demandons; 
ce font ceux dans lefquels le dénominateur de nos coeffi- 
cients s'évanouiroit j par exemple ; fi on avoit c = — a. 

(2OT + i» + »-l), 

CCLXXV. 

2°. Je fuppofe maintenant v *** Ax -*- Bx -H 
C^ 4 " 1,, -+.£) A r^ 3,l + £x^ 4n H-&c. Je fais les mêmes Seri * 
calculs que nous venons de faire plus haut ; ils me donnent 
les valeurs de v > dv > ddv\ je fubftitue ces valeurs 



Seconde 



1 
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dans l'équation (M) , j'aurai la transformée fuivante (Pj 

(i-.»_i) tf )fi + (A + (i;- 2 „)/ + (i- a »).()i- 

a»).(*— a»— i ),*)<?-+- (£-*-(* — 3 »)/+(*— 3»)- 
(4— 3»—, )*)!>}.«*-*' '<***+{(£-♦-(* — 3») 
,.+.(A_ 5 „) . (A — 3 »-i) fl )D + (A + (i- 4»)/ 
.+-(* — 4»).(* — 4»— i)J) S}**- 3 " <***-*-{£ + 
(A— 4 »)f-H(A — 4»).(A— 4 »— i)^)\ £**-♦*</*• 

Maintenant je fais fur cette transformée les mêmes opé- 
rations que j'ai faites fur la transformée ( N) ; j'égale à 
zéro les termes homogènes : j'aurai par ce moyen les va- 
leurs des coefficients A > B> C> D , £, & auffi celle de 
l'expofant k. Jç trouve d abord 

à-h/*4-A*(* — i) = o 
(Je çn fuppofant k connu & déterminé , on a 

h am T-fk — bk.(k--l). 

Subftituant dans les différentes équations des termes ho- 
mogènes pour h cette valeur , je trouve 



B 



A.(g-hck+- ak. (k-i)) 



fn -h bn • ( zk-n- i ) 

%fn •+■ *£« • (xà-m— i) 
C. (g -fr»* (*-*») H-«(A- ifQ.(A-tfi-i )) 

4/» -h4»M(x«r4 l, *-'0' 



D = 

&C. 



m^m-v^* 
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A fera ici comme dans la ferie (N) une quantité confiante 
arbitraire/ de laquelle dépendra la détermination de tous 
les autres coefficients ; 6c en général fi on fuppofe dans 
cette ferie (P) 

g = — c (k — in) — a(k — in) .(k — in — 1), 
i étaqt un nombre entier pofitif ou zéro , la ferie s'arrê- 
tera , & l'on aura l'intégrale de l'équation ( M) , 

Par exemple, fi i==o, on a B>C , D> E égaux à queh cette fe- 
zéro , & par conféquent v=*Ax : fi i = 1 > on aura v =* ££ drainée 
Ax k + Bx k ~\ & C— o, I>-o,£«o;fcainfidefJ;£5J 
fuke•' blc * 

CCLXXVL 

Corollaire. De ce que nous venons de dire il Réunion de 

» M t0US ^ S Ca$ 

s enfuit que l'équation (a^rbx ) x % ddv ■+• (c + fx \ dWgrabiii- 

m té précédents. 

xdxdv-¥{g-¥hx ) v d x * = o , dans laquelle 

g = ~ cm — a m . {m — 1) 

& A ==—/*—**.(*— 1) 

fera intégrable toutes les fois qu'on aura /( — m — in) 
= h-+>b(m-hin) . (m-t-i* — i)> ou c . ( — k-hin) 
= gr\*a{li — in).(k — in — 1); ou bien en mettant 
pour h ai g leurs valeurs , on trouvera l'équation intégra-, 
ble « lorlque t = ■ — « — — ? ■ — ■ ■ ■ ■ ■ ... a 



( en failànt la divifion ) £ 1 -^- A -*- m — * » ] £ } ou lorfque 

— ! »■ » . 

m - k -f- tn 



[ ( * - in).(k-in-i)-m.(m-i)] a . 

m - A -f- tn v 

in) s. 

On a donc deux façons différentes de trouver une infi- 
nité de cas dans lefquels la propofée eft intégrable ; fie 
//. P*mV f £ e 



f 
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dans chacun de ces cas on trouvera algébriquement la 
valeur de v en x , en cherchant celle des coefficients B , 
C , D y E dont le nombre alors eft limité. 

CCLXXVIL 

S c h o l i e. Il faut bien remarquer que les intégrales 
trouvées par la méthode précédente ne font que des cas 
particuliers des intégrales complètes , que nous a donnés 
la fuppofition de quelque confiante = o , ou = oo • 
Mais en fuivant la méthode indiquée dans le Problême 
qui eft à la tête de ce Chapitre > on trouvera les inté- 
grales complètes de tous ces cas différents. 

CCLXXVIII. 

Rédaâîon Nous allons maintenant examiner les équations difFé- 
( m ) erTune rentielles du premier degré qui réfultcnt de notre formule 
fc ? renrieîie d du (M) y équations qu'on intégrera dans les mêmes cas dans 
premier or- fcfquels on intègre cette formule. 

Soit fuivant la méthode expofée dans le Chapitre VI. 
Seâ. II. v=*c ix *j & par conféquent z = ^^i on 
voit bien que connoiflànt la valeur de v > on aura fur le 
champ celle de z en x. L'hypothefe précédente nous 
donne dv = r* * zdx ; fie comme d x eft fuppofë 
cppftant, on a ddv = /* d \(dxdz-\-z*dx % ). Subfti- 
tuant ces valeurs dans (M) , on a pour transformée 
{* + h**). ******* .{dxiz + z % ix m )+-(c+-fx m ). . 
* fzd *zx4x* + {g + hx u ),c S * d *dx\*a o; laquelle: 



IL Partie. Sect. II. Chap. IX. aip 
devient après les réductions ordinaires (V) 
(a-\-bx n ).x % dz -t* (c -+-/#*) zx dx -H (<*-+-£ x*) . 
z % x z dx -H (g-**hx n ) dx = o | équation différentielle 
du premier degré. 

Donc ( Art. cclxxiii. ) en y fuppofant ^TsiTdSf 

Z = — cm — a m. (m — i ) • te (fj eftinr 

ô , v / / tégrable* 

&i ..... . h = — /* — ** •(* — !), 

elle fera intégrable , toutes les fois qu'on aura ou bien 
f =3 f (**+*»)•(**-*- *n- i) - k. (*- i) 1 £ _. / i 

;» — %n)b\ ou bien r== -? '—± 7 : - - \ a 

= ( 1 — * — m-±*in) a ; fie de plus après avoir trouvé 
pour ces cas la valeur de v , on aura celle de z au moyen 
de Péquation z = — £- . 

* vax 

* 

CCLXXIX. 

S c h o l 1 E. Mais afin que Ton voie mieux les équa- Transforma^ 

• • t • /• / 1 è • /si tions de 1 c- 

tions particulières renfermées dans cette équation générale quation (v) 
(F) 9 transformons-la dans une autre qui n'ait que trois ^^£^ f ? 
termes de la forme fuivante Pdz-*-Qz*dx-*-Rdx — o $ 
P , Q fie R étant des fondions de x . Or nous pouvons 
faire cette transformation de plufieurs manières différentes 
que nous allons examiner ici féparément. 

CCLXXX. 

Première Transformation. Soit dans l'équation {V) Premier* 
z s» Ty p T étant une fonction inconnue de x > on aura ti^! orma " 

Eeij 
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dz =ydT-i-Tdyi & la transformée fera (a-\-bx n ). 

yx*dT+(a + bx*).x % Tdy+-(c+fx n ).Tyxdx + 
(a + bx n ) y'T'x'dx + ( g + hx n )dx = o. Sok 
maintenant (f+//) Tyxdx •+-(* -*-£*") .^* a <*T 
= o , ou en effaçant yx qui eft commun aux deux termes 
(fH-/0 . Tdx -+- (a-H**") . *</r = o, on a 

( c +f*")dx dT j • * t if .1 ^ 

— = o , équation de laquelle il faut 



U + A* ) * 
tirer la valeur de T. 

Pour cela je donne au premier membre la forme fui- 

..«^ «rx dx -h afx dx -, « •» * 

vante ■-; ; J y ajoute & i en retranche 

a a + abx 

t »— i , 

en même temps — — , j'aurai 

aa -+-abx* 
acx~ l dx-hbcx*~ l dx -hafx"~ l dx - bcx"" 1 d* ■ .. £<{* 

— y ou bien 



aa -+- 4&x ** 



»-i 



— ; — • L équation entière fera donc — 

"TTTTr^r "+• -f = o • Son intégrale eft , comme 

on le fait, -f 1» + &£1 . /(«-+-**■) H-/r« o, 
en fuppofant la confiante = o ; donc IT = <*'-«» 
/(*-+-£**) î-/*; d'où l'on tire en repaflànt des 

logarithmes aux nombres T =* — ^— £ . 

Par conféquent la fuppofition qu'on doit faire pou* 

be-af 

* - Ty, eft celle-ci «w ^^'V '" ■? . Cette 
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bc-af 

fuppofition nous donne dz = c ~*ï> .(a~^bx n ) ahu 

C . bc-af *c * 

n I ' - ; — - 



yx * dx + (a + bx n ) < hn x * dy — — .(a+* 

bx ) abn yx a dx. Donc en fubftituant pour z 
& dz ces valeurs dans l'équation (^)> on aura celle-ci 

iill^ . (a+bx*)"^ yx n + l ^ dx -H (a 



be-af f t ^S. bc-tf 

bx u ) «>" * 4 dy— — . (a + bx n ) '*" 



€ bc-af __ c ^ 

yx*~ * dx-*-(c-hfx*).(a-*-bx H )~ 7bir yx ~' dx 



zb c—iaf _i_ _ * c 



*-(a+bx n ) Abn y % x a dx + (g+hx n )dx=*o. 

Four réduire cette équation > je la divife par la quantité 



bc -af e 



(a + bx ) abn x a qui multiplie dy , j'ai dy — 

n-x n bc-âf 

çyd* (*f-bc)y* d * -+- [^tÎLJlÉl + (a-\-bx n ) aha 

c 

- - — * 



y'x 'dx* 1^ — = 0. 



(*-+-**) * ba 



I 

» — I 



■m*- cydx . (af^hc)yx dx -• 

Maintenant comme ~ — -+- ^ - — : — ©c 



». . ** «.(a-*-***) 



— — '* l y font deux expreflions différentes de la même 

grandeur, ôc que dans l'équation précédente elles font 
de lignes contraires , elles s'y détruifent. Conféquem- 
ment il ne nous refte plus que (A) dy *+* Equation 

bc- af e transformée 

(a + bx'^y'dx _^ {g + hx n )x T ~ % dx {£> ££ 



a- 


■+-A* 


e 

l )x T ~ % dx 


(« 


•*•** 


bc — aj 
n \ abn + *■ 
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équation intégrable , û g = — cm — am .(m — i ) 

& A = fk 6k . (k— l)m 

toutes les fois qu'on aura ou bien /= (i — k — m — in)b % 

ou bien c = (\—k — m -h in) a ) 

i repréfentant un nombre entier quelconque. 

Examinons féparément les cas particuliers de cette équ* 
tion* 

CCLXXXL 

articuîTcres Su PP° fon $ i° que 6c = af> l'équation {A) devient 

de trois ter* e M - n ~~* 



cette é^ua- a H- b x 

Soit# c = *, on aura «ss» 1 " dx*= — t a ~ € dti 

a: 4 = *'-< j * a "" % = ^ Trr . Faifant ces fubftitutions 
dans l'équation précédente , on a celle-ci dy -H — y % 



an c— i<i-f-<i 



o; c'eftw 



t^~ l dt^ a ^li±!tIlZlJtJLl 

an 

à-dire qu'en réduifant on aura ( Y) dy •+• a Jl^l .+, 



« - c 
an 



Première a»(g»4-ht a ~ e )dt _ _ 

équation pat- » ■ ? . . < sas o . Donc (Corollaire* Arti* 

ûculiew. -l!L 

(a— c).(a*shtt—')tt 

cle cclxxvi.) cette équation (Y) fera tntégrahle , & 
Dauqwl* g = — c m*—am (m— i ) 

arable. « . « . 5 • * 4a-/i-ii(i — 1)1 
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toutes les fois que . . . /= 3 =(i— * — » — * n )b> 

ou que r = (i — * — m-+-in)a. 

Donc à caufe de l'hypothefe préfente de bc = af } qui 
donne /= — , l'équation (Y) fera intégrable, fi 

g bs — <m — am • (m — i) 

....... A == — ffl+ak.(k — i), 

toutes les fois qu'on aura c = ( i — * — m — in), 

ou £ = (l — k — m-*rin)\ 

c eft-à-dire , toutes les fois qu'on aura c ~*~ a "^j^ * = 
*4- î as par conféquent un nombre entier pofitif ou négatif. 

CCLXXXIL 

Si de plus c = o , l'équation ( Y) devient dy ^y % dt 

mm 

(g+h* K* s— o , & en mettant pour g & h leurs 
valeurs trouvées plus haut, on a (Z) dy+y % dt = SecomIc 

/„•» f*i l^4-ii.r^-Ol , )^ i • / 11 équation par-! 

(«m.(m-i)-f-»*j(* ij« ;q . équation intégrable toutes ticuliere. 
les fois qu'on aura H " m ~ I == + i • Donc fi on fuppofe Dans quels 

* " — m cas intégra* 

alternativement k , ou m = o , . dans le premier cas Té- bic. 
quation dy+y % dt = f m *( m ~*l fera intégrable, toutes 

les fois que ^— ï- fera égal a un nombre entier pofitif ou 
négatif ; & fi on fuppofe m » o , l'équation rfj -H 

.^^liiÇizllL£ / fera intégrable, lorfque î^l fera 
«égal à ^n nombre entier pofitif ou négatif* 



• « 



* i 
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CCLXXXIII. 

Mais fi Ton a c = a , alors l'équation ( B ) devient dy 

■ J x dx (g + hx*)dx * ^1 ^ a r 

H- - — = — -2 ^ — j & en mettant pour g & pour h 

* (a + bx") x 

_ .,. 1 i / v\ j ■ y* dx ( amm + bkkx") dx d 

Troifîemc leurs valeurs , on a ( X ) dy^r - — = — — l 

équation par- * ( 4 -j- £ * ) * 

équation intégrable f toutes les fois qu'on aura égal 

J?™à£*^ à un nombre entier pofitif ou négatif. Donc en fuppofant 
blc * dans cette derniçre équation k == o , on aura la fuivante 

j y .+. 1 — f —s ^SmLJ— ; intégrable fi — eft un nombre 

entier pofitif ou négatif j & en y fuppofant m = o , on 

m • j . y* dx bkkx dx • j 

aura cette autre équation dy -H - — = — ; inté- 

h * a-t-bx 

grable toutes les fois que — fera un nombre entier pour 
tif ou négatif* 

CCLXXXIV, 

Reprenons maintenant l'équation {A) dy *ï* 

be~ ûf c 

(a+bx n ) < hn yUx . (x + hx n )x'~ % d« 



x (Q-)rbx ) 

& fuppofons que dans cette équation r = — a ( » ?~ i ) 

c 
- » a — * "f - 1 

on aura , * x — x 

c 

x' =x n * 

sbn bn 

» g -f/ t |,, __ *-/ 

*bn bn • 

Donc 
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Donc l'équation (A) devient (D) dy ■+■ 

b-f n 

(a-t-bx ) * R y % x dx -H ^ —-L «ess 0. 

Soit dans cette équation (D) (a-^bx n ) hu sn 

bn 

pn aura . . . a~hbx* == r*~' 



»h 



t h- f 



x 



b 

bn f 



6 



z 
a 



## 






Donc en fàifant ces fubftitutions dans l'équation (D)i 
on aura la transformée fuivante , 



* (n t 



'*-/— dv .*»-/ 



r _I >« 



* 



y •■( — * — )•( — * — ) .'■"' •*'» 



bn -— . .— 



(*-/)*»-'.('— ^Lf) 






_ii. * -4- 



(»-/)•( , -^F f ) 



y*<fc 



o; c'eft-Vdite, qu'en réduifcnt on a (£) 4y + yZ± 

IL Partie,, £f 



a*6 Tkaite? vu Calcul intb'q&au 

bn bn 

Quatrième J t / h* — ah «4- hf^) t 7 ^* dt 
équation par- «4- ° 1 ■■ ■ . » sbb O • 

ticulicrc. ZJL * 

Dans quels Si donc on fuppofe dans cette équation g =a : — rm 

cas elle eu in- 



tégrable. — **»(*— i ) i céft-à-dke à caufe de c =±r— a(n— i) y 

o- = 0in.(*!— i) — 0fli.(nf — 1) == am . (n — m) * 
& À — — /£ — bk.(k — 1 ) , elle fera intégrable » toutes 
les fois qu'on aura J*~ m ~* égale à i > c'eft-à-dire à un 
nombre entier pofitif ; ou bien encore lorfqu'on aura 

> ^ — ■ égal à un nombre entier négatif. 

Si Ton a de plus dans l'équation à y «+• y -jA -H -T * • 
abm(n — m)+*afk4-abk(k — 1) — fk — bk.(k — 1) 

1 bn 

i*~ï «* x — ■ k^ — sas o , fi Ton a , dis-je ; 

?lors xm aura . • v ♦ •. £ ~/ « * # 



& l'équation précédente devient celle-ci dy * y ' 



bn 

^ ' • „:(,-,)» -^ = o> Uqiwrlle feu 

intégrable dans le cas où -^^ fera égal à + î , c'eft-à- 
dire à un nombre entier pofitif ou négatif. De là il fuit 
qu'en fuppofant k == h , l'équation <i_y "+* ^ — H- 

^'.f"-!}^ =* o fera intégrable , fi -^- eft égal à uni 
nombre entier quelconque. Si m = » , l'équation i/y -H 

T^ '«TTT^Ô 1 ^~~ ««fera intégrable, 

lorfque ^- fera un, jaombtie entier quejçpnqfee* .." . : , . ; 

- . i 



II. FjMITfE» SeCT.. II. CiHAP. IX. ftSJ 

CCLXXXV. 

Seconde Transformation. Soit reprife l'équation (V) seconde 

n transforma- 

(a-hèx )*V«4-(f+/« )-xz4x*¥- (a+bx ) z *x % dx ùon poui vt- 
~h(g-hhx n )dxtssQ, dans laquelle on fuppofe 

ôc * ** — fk-~bk . (* — i), 

6c qui eft alors intégrable , toutes les fois que 

/=ss t(j — k—m — in) b* 

ou que . . . . * =*» (-1 — •vk — m-H»«) 4> 
nous la transformerons encore en une équation de trois 
termes en fàifent z = Ty + S, T àc S repréfentent des 
•fonctions de x, Cette fuppofition nous donne 

dz = Tdy-hyÀT*-dS 
z* ss= T'y* H- aTSy-hSSf 
& pour transformée Inéquation fui vante (JF) (a--*-éx ) 
Tx'dy H- (a-hbx*)x*ydT+ (a+bx*) x'dS-*r 
(c+-fx n )Tyxdx-4-{c+fx n )Sxdx-+-(a'+-bx u ) 
Ty'x*dx~i-2(a-¥'bx n )TSyx*ilx-t"(a-*-bx n )S*x*dx 
4_ (g-*-hx M )jdx s* o. Maintenant afin de faire évanouit 
le terme afFe&é de y, fuppofons .( *»-+-&*") xdT-+- 2 , 
{.a-hbx M )TS*dx-+-{c-k-fx n ) . Tdx — o, on aura 

:.iI^aM«-fr (x ' H/ *" ) ' to — o. Soit T— «', de telle 
•forte qu'après avoir divifé par (aA-bx )Tx* , le coeffi- 
cient de jf <lx foit une puiflànce (impie de x j on aura 
d'-i-zSjx .+. iL±£Li£*.« o, éc par cotrféquent 



i*8 Traite' du Calcul intégrai; 

J- + aS-h c + f \ — o : donc S _> — -- 

-•-"[. = -? — </*»■■• . d o„c iS - 
(fnx — l -*-bnpx"- l )dx . 2* (*-+-**") 






4** . («■+•£#") 
*= (en réduifant) 

fubftituant dans l'équation (F) pour T, T», 5, S», <*S 

leurs valeurs , effaçant le terme que nous y avons fuppofé 

égal à zéro & réduifant , on aura (a-*-bx n ) x* "*''' dy 

-t- (a-i-l,x M )y>x 1 *'*"- dx •+> 

aacdx -4- 2a*pdx — 2afnx"dx -t- 2afx n dx 

4 . {aH-bx n ) 
aabpx n dx -f- zbfx xa dx •+• ab*px xn dx 



4 . (a-t-bx") 
zbcnx n dx 4- zbcx'dx H- 2abpx a dx — ce dx 



4 . (<»-+-£*") 
2cfx"dx — ffx xn dx -4- a % p % dx 

4 . (<*-*-£*") 



zabp* x n dx -hb* p* x in dx 

_____ t-gdx-t-hx'dx _* o; 

& en divifant par *-H£* a les termes dont ce binôme 
eft un divifeur exa£t , on aura la transformée fuivante 
(a-*~bx u ) . x'+ x dy •+• (a-*-bx n )y* x 1 ?-*- 1 dx -4- 
p-(p-+-2).(a-t-bx')dx (c+2g)dx+(f'+-2h)x' l d* 
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- cedx-htn(bc~af)x n dx- %cfx n dx->ffx zn dx 

, i i^ — i a = o ; & en- 

fin en divifant par (a-{-bx n ) x*+ % > on a l'équation 

/m , . a p 3 p.(p-h%)dx . (<r-+- ir)ifr -H/H- îfc )*"<** Equation 
(H) dy+y*X ? dx-t- r KF ' •+• ' *' ~ transformée 

1 ^ — =so. Or cette équa- ^ . 

4 . (4-*-**V* ? " h2 ^ cJdîïetï 

tion fera intégrable , dans les cas où £ étant == — cm 2gr\bU *"" 
*~am(m—i) & A == — /*— bk. (k— 1 ), on aura 
y^=( I — ^ — w — in) b 9 ou r = (i— . .£ — m^rin)a\ 
c eft-à-dire , toutes les fois que Tune des deux quantités 

" ji y ou i i— - fera égale a un nom? 

bre entier pofitif. 



CCLXXXVL 



bc 



Maintenant fàifons i°. bc = af, ou /= — , Téqua- Equations 

J J * * particulières 

tion (H) devient celle-ci dy -h y x' âx -*- ?,(yH "° - -^- qu ' on P cut 



p-+-i ^^ tirer de la 
* * transformée 

lia/ .. aVr** 2 " N , (H). 



(, 1 O C t J ,. OCX * j 

rr+ — ■+• ) a x 

»o; ceft-à-dire, en réduifatit ty-*-fx*dx+ *^ t: *'*\ i * - 



p 

(g-hfc* n )<i* rrf* cedx 4 * t - 

o; ou bien 



.'"*-*. <«■+.*«"> »«'+» 4-« ? " H2 

en mettant au même dénominateur les deux derniers termes 



& retranchant en même temps — ^ , on aura ( L ) Première 

4*ax équation par* 

^ ^ 4»'-*" ««*.«'"*"* («+**") x^ 1 

*=o. En fuppofam dans cette équation g=t — cm — 
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Quel, font ««(«—») * **= — "f * **-«-** (* — » ) > «U© &» 

ie$ cas «Tinté- . * 11 , , f /» . (A -Km - 1 )«-+-* /• _ 

grabUité. întégrable toutes les fois que v — ' Jfcta un nom- 
bre entier pofitif ou négatif. Faifons de plus dans cette 
équation c == a , on aura en mettant pour g 6c -A leurs 

valeurs, i J +fg,i x + ll-^-l—-—è r 

xx^^ qui fêta intégeable fi -^^ -eft J%al -à un -nombre 
entier quelconque. 

CCLXXXVII. 

2°. Soit dans l'équation (H) * = o, elle fe change 
en celle-ci dy-+*y % x*dx-¥- * ^.^- -H 1 T p f; — 

(4/-+- xah )x n dx (cc+-xcf** ■+-//*** -H * «fo* *) dx 
X4 l x p ^ 4 *** r 

& en retranchant & ajoutant comme plus haut ■ * I * 

4* 

équation par- ^ n J n 

ticuliere. *agd* . (a/-H^fc -afn-cf) x dx ^^ ffx dx __ 

4 <**>+ x i^^ 1 4«* F+ * / 

équation intégrable ,11 . . g = — r m — an* (m — i) 

cas elle Ce &; # # ..... . . £ ssa /** 

peut intégrer» 

toutes les fois qu'on aura /= ( i — 4 — m — in) b , ou 
c = (i — k — m-+-in) a y c'eft-à-dire toutes les fois que 

f=o f ou que eft un nombre entier po- 

frtîf. Bans le «cas où / = o , l'équation ( 0) en y fuppo- 
fant (/>-+■* ) % a* — (* — c )* -+- +.ag = /tf/f devient 
*ty *+• A * x""^~* •</•* -h y % x f à x = o , qui eft l'équation 
deRicati. Donc (Seâ. I/Chap. IX. Art.cxix.) elles'intë- 
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grera toutes les fois qu'on aura — p — • a = (a ±0*-f-4* ^ 
h repréfentant un nombre, entier poftttf / en commençant 
par l'unité , c eft-à-dire % lorfque p fera = 1 ; ce qui eft 
évident, puifqu'alors l'équation devient x* dy-\-y % x+dx 
-\- adx = o, laquelle eft dans le cas de la formule de 
M. Bernoulli traitée dans le Chapitre VII, Se£L I. 

CCLXXXVIIL 



Soit dans Téquation (0) a* (p + 1 )• — (a — c )• -H 
4<*g = *a* y & */" — naf — 2afk — cf= a%f , on 

aura jr = * " - > 6c c = a — » * — zak 

— as. Donc mettant cette valeur de c dans £, on a 

£ = *— - - — . Après avoir fait 

ces facturions , on a (Q) dy+}*x>dx+-^ -h ^£J£ 

i£l£ _ £JL_£L « o'. Dans- cette; équatioà* on doit " culklt * 
avoir g ;=j= , •*- * râ — a m ,. ( m;—* 1 ) ; n\zh\c^ a-*-na 
-a^-^j.^c^» i— ri. -~-*(f-+*'i}'; 

donc on aura ^fla««.(» + ai.+ yrftfi»w.;Donc 



«^ ■ * . ....... * ' 



4mm = (p+0* — '*. Donc enfin »-Hxi-f*c = nm 

•+. K (/> -+^1 ) * — aj & l'équation fera int égrable, to utes Dans quels 

\ r - , ' ' w « n Iit-.e ." -«-.Y+tff* -h i)»-« . t <* s elle fe 
le$ fois qi» On ^Uïa ; — ! • , QU . t ■ ■ « ^ . ■ ■ ■ ■■ égal peut intégrer* 

kp&' nombre çntier çofiti£.~ . -: . 

':- * -- GGLXX&IX. 
Soit dans Téquation (Q) « = o & «so, elle devient 

** . * 1 J 
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Quatrième dy H- y % x* d x = U-ï — * y intégrable toutes les 

équation par- # - n + fp+*\ 

ticuliere. fofc qu'on aura — — — égal à un nombre entier po- 
ses cas d'in- fïrif. Oeft ce qui eft évident par ce que nous avons déjà 1 
tu tant de fois dans ce Chapitre , & ce qu'on retrouverait 
encore par l'Article cxix. du Chapitre IX. SecLI. puifque 
cette équation eft celle de Ricati , qui eft par conféquent 
intégrable dans toijs les cas où m =^ Çi_ - 'l"*" 4 > h 

x h -f- i 

repréfentant un nombre entier pofitif. Mettant ici pour 
m fa valeur i n — p — i , & pour n fa valeur p , on re- 
trouvera pour Tintégrabilité la même condition que cir 
defTus. 

ccxc 

cinquième Soit dans ( Q ) a feulement = o $ on aura ( 9 ) d y ■+* 

équation par- n i n 

ticuliere <« . y • *p <* x -+. -i£j£L — //* ** =» o ; équation intégra-i 

tf g c ^té? n " blc * toutes les fois S ue ^^î^ 4 " ^ 'Y ceft^dife 

un nombre entier pofitif. On aura donc — n — * Hh 

(p •+• 1.) =» aï» , & par conféquent * = :+;(/>■+• 1 ) 

» . ( t iH- 1 ) : . de-là il fuit que Péquation dy-*ry % x?dx 

éft tou«- 



UlIIIIL^l j. /*<"' -*■ o +/(^.o* B ~ p ~~ a <** 



4 4 4 x 4 



jours intégrable» Si dans cette équation on fuppofe i°. 
on aura les équations ' foi vantes jui feront intégrabïes 

Autreséqua. dy +J ,. rf * „ /£!£,« + /(^>^ «.) fa . rf ' rf ,_ 

tions particu- s s ^ aa la . j ^J^J ** * — 

lierfsintégra- //fa f( x j+ l±l)4x ^-, jfa ,//»fa . f (l sH-Qfa 

nent de le- T 

quation (<p). 



24 



CCXCI. 
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CCXCI. 

Soit dans l'équation ( Q ) € feulement = , on aura 

ff x 2n ~P~* dx Sixième 

l'équation fui vante (S) dy -*-v a x* dx =11 — — équation par- 
ai* . ,, - ./ 11 1 r • » ticuliere (?)• 

— iij , laquelle fera mtégrable toutes les fois qu on aura 
— »±* / (f>-Hi)>-* _ . c'eft.à-dire un nombre entier 

m 7 

pofitif. On aura donc 2%n-\~n = -4-v^[(/?H- 1 ) a — *•«]; Scscasd'in- 

— tégrabilité, 

& en élevant au quarré n % {2 i -H 1 )* = (/>-+• 1 ; 



a • 



Donc « = (/»+ i) 1 — »*.(2i-M)*. Donc l'équation 

ff 

eft toujours intégrable. Donc en fuppofant p = o , — - 
= A , on aura l'équation dy ~Hy a dx = s4x %n '~ % dx~+ m 
W'^'+W- 1 *** qui eft toujours intégrable. Donc en 
fuppofant fucceflivement ^ = o , »=i;^==o,» = 2; 
p — o , n = 3 , &c. on aura les équations fuivantes 

dy + y d X-ji**d* + ti^i±01« JJl^TÎ 

<S <f êê si * w ». 

& une infinité d'autres qui feront intégrables.' 

CCXCII. 



on 



Je reprends l'équation (Q) dy -\~y*x* dx sa 
iii i__ , & je fuppofe «=s — « . 

444 * n 4* Septième 

aura dy+fxUx = (jfa 1 "-*««/* -*-*'«') — ^ g"*^- 
II. P*mV. G g 
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Dan« quels = </* " |{)1 ^ ; & cette équation fera intégrable > tou- 



cas elle - eft 4*<ix p 



iiuégrable. ^ le$ fois quc __ „ __ c __ y {p + x y .4- ~ =, a<w < 

Donc alors on aura 21» -+-»-+■« = +: V (p -+■ i)*-4-«*î 
ôt en quarrant les deux membres» on a4* , '» , -4-4*/i*-H 
4e»» -H »• H- se» 4-ÇC == ( />-♦- 1 )• -+-€c ; donc 

en réduifànt € = Ci>H " lV.7 TJ^iT" ' > ' * DonC lé< l uatioa 

eft toujours intégrable. Donc en donnant fucceffivement à 
f flc à n différentes valeurs , on aura différentes équations 
intégrables. Soit, par exemple , f> = o , on aura l'équation 

intégrable dy+/Jx — ( 4 ,. (li + l) •+• 77 ) * 77 • 
Si/?=s — i, on aura pour lors ay-\r— — = ^ — i-f* 

^- ) — qui eft intégrable. 

CCXCIII. 

Soit dans l'équation (Q) x f ~*~ l = * * 



on aura . • . • . . ♦ • x — t pmh 

n 









ff r d# as ■— — • 
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Donc la transformée fera dy H- ££ — S 2li^tIlziî±lL Huitième 

n » f" 1 " 1 L »«.(*»+iJ équation par- 

- ——• ticuliere inté- 



> x ? — ; ou (p -f- 1 ) dy -+• y» </* 



n 



r ,.. <t n..);-(^0' + ÛH: 1 x il . équation qui 
eft intégrable. 



Licaûoa 



CCXCIV. 

En fuivant cette méthode on trouveroit encore les cas ApplJ 
d'intégrabilité d'un grand nombre d'équations différen- J^J^ 
tielles qui ne font pas intégrables abfolument ; la difficulté j-Jg^^^ 
ne confifteroit que dans la longueur du calcul. Par exem- du fécond or- 

^ ° dre plus com- 

pte, fi Ton veut chercher les cas d'intégrabilité de l'équa- piiquéequeia 

. . n *~ Z. ' n i n v formule (A4). 

tion (a + bx* + cx in )x*ddv + (f+gx tt + hx zn ) 



xdxdv -+- (p + qx n -\-rx %n ).vdx* =aO,on les trou- 
veroit en faifant v^Ax m + Bx m + n + Cx m + %n +&c. 
ou bien v = A x k + Bx k ~" -¥• Cx k ~ in + &LC. On dé- 
terminerait les coefficients A> B 9 C 9 D, ficc. de la même 
manière que nous avons déterminé ceux des Articles 
cfcLxxin. & cclxxv. ; maïs on doit remarquer ici qu'il 
faut que deux de ces coefficients foient égaux à zéro , pour 
que les autres s'évanouiflent. C'eft ce dont il eft aifé de 
fe convaincre en mettant dans la propofée pour v > dv > 
ddv leurs valeurs tirées de Fane des deux feries précé- 
dentes. Par exemple, il on fe fert de la ferie première, 
on trouvera quafin que v = Ax m il faut que p-¥-fm-t« 
àm{m~— i ) =5 o , ôt qu'en même temps q -¥ gm -K 

Ggij 
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bm.(m — i) = o & r-t-hm + cm (m — i)=*o. Pouf 
que v =s Ax m H-2?# m " h,, il fera néceflaite quon ait 

i°. B = A . -T q-\-gm-±bm(m— i )\ 

a°. o 5= p -¥fm -{-am (m — i ) 

3°. o = r+A(w+») + r(w+»).(w + » — i) 

4°. »*. / A-f-f (210-t-ft — i)\ • |/+«(^ + 

» — 0} ■+■ {?+^+^.(w-i)} . {tfH-£*(« 

4-»)4-^.(w-4-»).(w-t-»— i)\ = o, & ainfi de 
fuite. 



CHAPITRE X. 

Examen de plujieurs équations différentielles du 
fécond ordre , intégrât les dans les mêmes cas que 
d'autres équations du même ordre qui ont un terme 
de moins. 

ccxcv. 

Application Théorème. M j 'Equation différentielle du fecopd ordre 
rfolTdiftrai- ddu-t-\duix + u Xd x % -{- ldx % = o eft intégrable 
cond ordre?" ^ ains * es mêmes cas dans lefquels on peut intégrer la fui- 

vante ddu*\*\dudx-\ruXdx % = o, qui, comme on le 
voit > aun terme de moins, I , X & ? dans la première 
équation > l & X dans la féconde font des fondions de x. 
Démonstration. Je fuppofe du + tQdx = o; t Se 
Q étant deux indéterminées ; fubftiqiant pour du & ddu 
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leurs valeurs dans la propofée > la divifant enfuite par Qdx 
& changeant les (ignés , on aura dt -+• ■ ^ H- * * <f# — 






gd* 



= o. A cette équation j'ajoute l'équation 
du+rQdx — o, j'aurai (^) ^* + ^*^ (*Q+ ^j^-f- 
I * — ~7T ) * d* — çT = ° • Or cette équation ferait 
intégraMe , fi elle fe pouvoit ramener à la forme fuivante 
du-¥dt + (u + t).Pdx — ^ = 0, P & Q étant des 
fondions connues de #. Car en faifant w+^r, ^n 
j^dt =zdr, on auroit dr*+*rPdx — ^j- =3 o ; équa- 
tion réduite à la formule du Chapitre VIL & qui nous 
donne r = Gr fpd * ■+• r fPdx f^c fPdx dx. Donc 

(B) U = Gc J +f J o C " x — t\ du 

r* -fPdx «, -fPdx D *S r £ fPdx j 

s= — Gf J ra# — c J P dx f-^ c J dx ■+• 
-jrdx — d*. Subftituant cette valeur dans du ^r Qdx 
= o , on aura une équation réductible encore au cas du 
Chapitre VII. & qui nous donnera la valeur de r en x, 
Donc en mettant dans ( B ) pour t cette valeur > on aura 
celle de u en x . Donc j dans l'hypothefe précédente , 
Féquation ddu-\«\dudx + uXdx % -\*îdx % = ô fera 
intégrée. 

Or pour que l'équation {A) fe puifle ramener à la 
fuivante dt-*rdu-¥ (*■+•*) .Pdx'—$4£ = o , il faut 



que tQ + Kjï + t* — 7T ^ (* -+- • ^ J ce <l uî dri- 
vera 1 fi — = I + Q+ 77^ * Car alors on aura rf# 
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aura 4«-t-4*-M«-W) .P — ~ *= o . Mais de l'éqaa- 

tion ï-t-Q-H^ = — 7T on tire *</*-M^*-*- 
QQrf^-f.^Q =*o; donc toutes les fois que cette der- 
nière équation fera intégrable > </<JiiH-id»<J*-4-#.A^** 
-t- idx* s» o le lira auffi. 

CCXCVI. 

Prenons maintenant l'équation ddu+*\dudx+*uXdx % 
= o , & cherchons l'équation de condition d'après la- 
quelle elle feroit intégrable. Je fuppofe fuirant la méthode 
de M. Euler, expofée dans le Chapitre V. de cette fe- 
conde Se&ion , » = r , dx étant toujours confiant > 
on aura du = c ly * ydx \ ddu = c * dydx •+• c iy *y*dx*. 
Donc après les fubftitutions & réduâions on aura la trans- 
formée fui vante Xdx +-y \ dx *+*yy dx •+■ dy = o . Donc 
fi cette équation eft intégrable, l'équation ddu-*r\diïàx 
-\~uXdx % =iQ le fera auffi ; réciproquement fi cette 
dernière équation eft intégrable , la première le fera * c'eft- 
à-dire , qu'on aura la valeur de y en x . Car puifqu'on a 
par l'hypothefe la valeur de u en x & que y = -£ , on 
aura donc la valeur de y dans l'équation Xdx + iydx 
-hyydx+dy = o . Or cette équation eft » comme on 
le voit y la même . abfolument que la réduite Xdx 
Qldx + QQdx + dQ =* o. Donc l'équation ddu 
idudx + uXdx* -¥-?d'x* ss o eft intégrable dans les 
mêmes cas que la foivante dàu*\-\âudx^u Xdx* = o 
laquelle a vn tfngede moins* C..Q. F, D* 



IL Partie. Sect. II. Chap. X. 43/ 
Cherchons maintenant quelques cas particuliers d'inté- 
gration des équations précédentes. 

W • 

CCXCVII. 

A • 

Théorème, Si dans l'équation àdu^ïàudx^ Recherche 
nXdx*~hZdx*^*o 9 î contient un terme de cette ts dttra- 
forme -£- , il fera toujours poffible de raire évanouir ce J^Jj ££ 
terme , excepté dans le cas où A ss= 1 . d'exemple. 

A A 

En effet , divifant l'équation par dx } elle devient ~ 
u Xdx -+- là x s» o, que Ton peut ( Art. ccm.) 

du \ . A du 



mettre fous la forme fuivante d ( -j^ } H- -— -H&c. = o # 
Or dans cette équation il n'y a plus aucune différentielle 
confiante > puifque •— eft une quantité finie ; je fuppofe 

dx variable • & î aurai — r-r— H h u Xdx •+- 

' ' - dx dx x 9 

y 1 11 duddx , Adudx . v 1 • 

Jrf* == o i OU rfrftf r H ■+- «Atfff* •+• 

» * X 

!dx' = o. 

r 

Soit maintenant x =fz &c dz confiant, la transfor- 

^^ 4» • ij (A-i).d*d» . Akdzdu , 

ttiee lera ada — — -4 — ■+- &c. == o . 

ou rfrf « — H — H j — «+- &c. =c= o • Sup- 

pofons * = ^-, on aura ddu + dzdu ' dzàu 



Adzdu n î î dz du 

ZJ - Tri +fcc.-o;o B enfin 44. + — — + 

Adzdu dzdu Adzdu . A —* 

•4* &c. = o . Donc 



(A-l).z (-4-1).* (^-i),« 

il eft évident que toutes les fois que A ne fera pas = î. 

î 

la fubftitution de x ss*fz A ~ l fera évanouir le fécond terme 
de l'équation qui deviendra pour lors ddu !+•##?(*) dz?. 
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-hCr(z) dz % = o , 9 (z) & r (z) étant des fondions 
différentes de z. 

Donc en général fi on a ddu-\ — ^- uBx m dx % 



Xd x % = o , cette différentielle fe réduit à l'équation 
ddu + uRztdz' + ï'dz* = o. 

Soit du + tQdz = o ; en mettant pour à du fa va- 
leur, divifant l'équation par Qdz & changeant les fignes, 



on aura la transformée fui vante dt 



tdQdz uRz* dz 



— t'dz = o. À cette équation j'ajoute celle-ci du 
tQdz s=s o; ce qui me donne du + dt-h (tQ^Trr 
*\ x dz — V dz = o , équation intégrable dans 

a tdH *Rz* 



uRz 



le cas où tQ + ôjî g- — (*"+"0 x **• Cette pro- 

pofition fe démontreroit de la même façon dont nous 
lavons démontrée Article ccxcv. 

Or pour que 'Q + ^ £- = (« + x P, il 

faut que — ^- = Q -H ^^ . Donc l'équation ddu^r 
*Rz'as t i+.?'i2;*=?o s'intégrera dans les mêmes cas 
que l'équation Rz f dz*k- QQdz^dQ = o , qui eft 
l'équation de Ricati. Nous avons donné les cas d'intégra- 
tion de cette formule aux Articles cxvuj. & fuivants de 
cette féconde Partie. 

CCXCVIIL 

Théorème 2. Si A= î , l'équation fera ddu .+. 



uBx m dx % + Zdx % =o ; en faifant toujours du^tQdx 
= o & foivant les mêmes prpcédés que dans les Articles 

précédents > 



II. Partie. Sect. II. Chap. X. 241 
précédents > l'intégration fe réduira à celle de Bx m dx 



Qx~ dx -h QQdx-t- dQ = o. Soit dans cette équa- 
tion Q = rx". 1 y la transformée fera Bx m dx m 



A ** 

— = o ; intégrable dans le cas où m = — 2. y puif- 



quelle devient alors Bdx-\-xdr-t-rrdx = o. On trou- 
vera les autres cas d'intégration de l'équation Bx m dx*++ 
Qx~ l dx~hQQdx -hdQ = o , enfe fervant des mé- 
thodes employées dans le Chapitre XI. de la première 
Se&ion de cette féconde Partie. 

CCXCIX. 

Théorème 3. Reprenons l'équation de condition de 
l'Art, ccxcvï. Xdx + ïQdx-+*QQdx-+-dQ = o; & 
faifons dans cette équation X= Ax m & *= B* w , elle 
devient A x m dx -+• BQx n dx-+-QQdx-{-dQ = o , la 
même que celle dont nous avons trouvé les cas d'intégra- 
bilité dans le Chapitre XI. de la première Se&ion. Soie 
donc comme dans l'Article cxxvi. Q = Bx r -\-fx s z* y 
¥>*>/>*>* étant des indéterminées prifes à volonté, on 
aura la transformée fuivante Ax dx + Bpx n dx-*~ 
Bfz x ax-\~ppx ax-{- 2fpz x dx^rjfz 
x ax-\-prx dx -f- fsz x dx+ftx z dz 
= o ; intégrable dans tous les cas 011 elle fe peut réduire 
à une équation de cette forme X 9 z '" l d z H- z * X ff d x -H 
z xt X m dx = 0, X' y X* , X'" étant des fondions ou 
des puifTances de x , puifqu'alors c'eft le cas de M. Ber- 
noulli , traité dans les Articles xcv. 6c fuivants* La trans- 
it Partie. H h 



* 
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formée fera encore intégrable , toutes les fois quelle tom* 
bera dans les cas intégrables de l'équation de Ricatu 

ccc. 



Remarque. En faifant X=sAx-*-x~ f l'équa- 
tion de condition fera A x m dx + x~ l dx + B Qx n dx 
•+- QQ_dx-*~dQ == o ; dont la transformée ne fera pas , 
comme il cft aifé de le voir, plus compliquée que celle 
du Théorème précédent. On en trouvera par la même 
méthode les cas d'intégrabilité. 

ceci. 

Théorème 4. Soit dans l'équation de condition 
ï = o & X = Ax m + Bx n , elle devient Ax m dx-h 
Bx n dx + QQdx + djQ = 0, dont on trouvera encore 
les cas d'intégrabilité en faifant Q=:px r -H/* ' z ' • 

CC CIL 

Autre for- Corollaire général. Dans le Chapitre ix. de cette 
™eUe s'ap- préfente Se&ion, nous avons vu comment on pouvoit dans 
SShlier™ certains cas intégrer l'équation différentielle (a + bx n ) x 

x*ddv + (c+fx n ). xdxdr. + (g-\-hx n ) x vxdx* = 0. 
Il s'enfuit du Théorème premier de ce Chapitre > qu'on 
pourra dans les mêmes cas intégrer cette équation aug- 
mentée d'un terme ldx> l étant une fon&ion quelcon- 
que de x. 



IL Partie. Sect. IL Chap. X. 243 

CCCIIL 

Scholie. Reprenons l'équation ddu*+~ïdudx-h 
uXdx % + ldx % = o, & au lieu de fuppofer du-+*t£dx 
= o , fuppofons du — EtQdx = o , E étant un coeffi- 
cient indéterminé ; nous aurons la transformée fuivante 
E£dtdx + EtdQdx + EtS)\dx % + uXdx % + Kdx* 
5= o . Multipliant cette féconde équation par un coeffi- 
cient indéterminé r, & la divifant par EQdx y on aura 

$dtm *--&— *"**** -*--ÊQT+-tir== ' J ajoute 
à cette équation la fuivante du — EtQdx = o> & je 

les divife par r , j aurai — «4- <j * •+• | 7^ ^ -h 

$ t + ^^ \ . à x -+- y^ = o j équation intégrable ( Art. 

N r *àQ EtQ bA vuX , u . . n/ 

ccxcv.), fi^— -r-+-^-^i72 = ( — + 0**"- 

Or il faut pour cela que — = — ^ — -^ ■+. j j ce qui 
donne pour nouvelle équation de condition (D) Xdx 

EQ.dx EQ^dx EdQ ** • m n. tu 

-^ — ■ — - x =a o • Mais il eft vifible que 



cette nouvelle fuppofition ne rend pas la folution fonda- 
mentale plus générale > puifque la nouvelle équation de 
condition (D) & la première Xdx + Qldx-h QQdx 
H-^^ = o reviennent à la même > en mettant dans 
Téquation (D) Q pour — ^ # 

CCCIV. 

Corollaire. En général toute équation X'dx-+* 
l'u4x-t*X'u* dx-^du = o deviendra Xà x -*- ïy d x .+* 

Hhij 
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yydx^rdy = o en faifant X ff u=y ; puifque cette 
fuppofition nous donne » = -^ , d* = i£ — ^^- & 
pour transformée Xdx-+- \ydx-k-y l dx^dy = o > X 
étant =*X'X' & |=il — J^L. 

X X " - a x 

On peut même changer cette équation en celle-ci 

X' dx 

— h X' y* rdx + dy = o, qui dans certains cas pour- 

xoit être plus commode. Il faut pour cet effet fuppofer 
u=zyr & -^H-ï^# = o. Car alors la transformée fera 
X'dx-hyridx-+-y 1 r 2 X* dx-t- rdy+ydr =i o. Di- 



vifons par yr, elle devient -~r*idx-+-X'yrdx-h 

— j- — = o ; & à caufe de — -i- î <J x = o « — i 

X*yrdx-h — = o; ou enfin * *\« X iï y 2 rdx + dy 

«= O. 

ccev. 

Corollaire 2. Puifque l'équation ddu*\ — — -t- 
uXdx* + Sdx % = fc réduit (Théorèmes.) à *AT^jc 
•+" Q* 1 à*-*- QQdx-\-dQ = o , il s'enfuit qu'en 
faifant ^ = — , elle fe réduira à xXdx H- - — - -+- dy 

= 0. En effet la transformée fera Xdx-\-yx m ~ z dx-^ 
y* x~ % dx -f-*^ 1 dy — yx~ z dx = o ; c'eft-à-dire Xdx 
~\-y*x~ % dx-¥-x rl dy = o; & en multipliant par sç t 
x Xdx+ y -m + dy*= 0/ 



CCCVI. 

On peut appliquer la méthode expliquée dans ce Cha- 
pitre à des équations d'up 0{dre plus élev^ que le fécond» 



r 



II. Partie. Sect. II. Chap. X. 24? 
Soit , par exemple , l'équation du troifieme ordre à } u App ii catio)( 

^hUdudx-hXdudx t -^ttïdx i ^xdx i = 0' y ?, A", de la méthode 

* * 2 une equa- 

?, x étant des fondions de x. En faifant ddu-\- Qdtdx do " différen- 

^- ticlle du troi- 

•+• 1 Nd * a = o, Q> t y N étant trois indéterminées * fieme ordre. 
on trouvera que la propofée eft çédu&ible à une équation 
du fécond degré de cette forme ddz-+*R'dzdx £- 

= o ; fi Af = *+££_if-!£ &?*-*£-- ' 

jj — \ N = o . Car fuivant la fuppofition précédente la 
transformée fera , après les fubftitutions ordinaires , 
— Qdxddt — d Qdtdx — i Qdtdx* — Ndtdx* -H 
Xdudx % — tdNdx % —\tNdx'-^uldx*-*-xdx*=o. 
Divifant cette équation par — Qd* & Y ajoutant l'é- 
quation ddu + Qdtdx-+ m tNdx* — o , on aura ddu 

+ ( if .4.ijv-jv2)*!£ -<«:£- *£:-«. 

Donc fi (F) ^i-G + . + i. i, & que ^ 

4- ? Af — Af ,£ — ? = o , on aura en fuppofant Pun fie 
l'autre membre de l'équation (F) = R' , ddu-hddt 
•4- (du-\-dt) x R'i* — ~- = o ; fie enfin en faifant 
du-\r dt =z dz > on trouve ddz -H R'dxdz — :*-£- 
5= o. 

Or en fubftituant dans l'équation ^-MAT— -NQ — 
? = o pour N fa valeur tirée de l'équation ( F) qui de- 
vient N = X-\- QQ — -£ — iQ , on trouvera une 
équation différentielle du fécond degré dont Q fera l'in- 
connue qu il faudra déterminer en x . Donc l'intégration 
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de l'équation d'u-1-tdditdx-t-Xdiidx' •+-»?</*'-»- 
xdx' = o , le réduit à celle d'une équation différent 
tielle du fécond ordre. 



FIN. 
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